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Κεφάλαιο 1

Μιγαδικοί αριθµοί

1.1. Στοιχεία Θεωρίας

Το επίπεδο των µιγαδικών αριθµών ορίζεται σαν το σύνολο C όλων των διατεταγµένων
Ϲευγαριών (x, y) όπου x, y είναι πραγµατικοί αριθµοί µε πράξεις την πρόσθεση και πολ-
λαπλασιασµό που ορίζονται

(x, y) + (x ′, y′) = (x + x ′, y + y′)

(x, y) (x ′, y′) = (xx ′ − yy′, xy′ + yx ′)

Με τις προηγούµενες πράξεις το C αποτελεί ένα σώµα. Τα στοιχεία του C τα ϐλέπουµε
γεωµετρικά σαν διανύσµατα στο επίπεδο όπου το άθροισµα τους είναι το συνηθισµένο
άθροισµα διανυσµάτων.

Αν ϑέσουµε i = (0,1) και ταυτίσουµε τους πραγµατικούς αριθµούς x µε το (x,0) τότε
ένας µιγαδικός αριθµός z = (x, y) ταυτίζεται µε τον z = x + iy και i2 = −1. Ο αριθµός
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x λέγεται το πραγµατικό µέρος του z και συµβολίζεται και µε <z και ο y το ϕανταστικό
µέρος του z και συµβολίζεταιµε =z. Η απόλυτη τιµή ή µέτρο του z = x + iy ορίζεται να
είναι ο ϑετικός αριθµός

|z| =
√
x2 + y2.

Επίπεδο C αποτελεί πλήρη µετρικό χώρο (δηλαδή οι ακολουθίες Cauchy συγκλίνουν
πάντοτε) όπου η απόσταση δύο µιγαδικών αριθµών z, z′ ορίζεται σαν

d(z, z′) = |z − z′|.

Μια ακολουθία µιγαδικών αριθµών (zn)∞n=1 συγκλίνει στο µιγαδικό αριθµό w αν η ακο-
λουθία των αποστάσεων τους |zn −w| συγκλίνει στο µηδέν. Αν zn = xn + iyn και w = a + ib
αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι η ακολουθία (xn)∞n=1 συγκλίνει στο a και η ακολουθία
(yn)∞n=1 συγκλίνει στο b.

΄Ενα όρισµα ενός µιγαδικού αριθµού είναι η γωνία που σχηµατίζει ο µιγαδικός αριθµός
(σαν διάνυσµα) µε τον ηµι-άξονα των ϑετικών πραγµατικών ) αριθµών (ή που είναι το
ίδιο, µε το διάνυσµα (0, 1) ). Το όρισµα δεν είναι µοναδικά ορισµένο και δύο ορίσµατα
διαφέρουν κατά ένα ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π και γι αυτό χρησιµοποιούµε τον όρο
«ένα όρισµα». Το όρισµα του z συµβολίζεται και µε arg z.

Αν θ είναι ένα όρισµα του µιγαδικού αριθµού z και r είναι το µέτρο του τότε µπορούµε
να γράψουµε τον z σαν

z = |z|(cos(arg z) + i sin(arg z)) = r(cos θ + i sin θ)

.
Ο συζυγής ενός µιγαδικού αριθµού z = x + iy ορίζεται να είναι ο αριθµός

z̄ = x − iy

Οι παρακάτω ταυτότητες είναι ιδιαίτερα χρήσιµες και ϑα χρησιµοποιούνται συχνά
παρακάτω (δες και τις ασκήσεις)
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|zz′| = |z||z′| (1.1)

arg(zz′) = arg z + arg z′ (1.2)

arg(zn) = n arg z (1.3)

arg z̄ = − arg z (1.4)

|z| = |z̄| (1.5)

|z|2 = zz̄ (1.6)

z + z′ = z̄ + z̄′ (1.7)

zz′ = z̄z̄′ (1.8)

z

z′
=
z̄

z̄′
(1.9)

<z =
z + z̄

2
, =z =

z − z̄

2i
(1.10)

1.1.1. Στοιχεία τοπολογίας στο C

ϑα λέµε ότι µια ακολουθία (zn)n µιγαδικών αριθµών συγκλίνει στον µιγαδικό αριθµό z
αν η ακολουθία (|z − zn |)n συγκλίνει στο 0. Αν zn = xn + iyn και z = x + iy αυτό είναι
ισοδύναµο µε το xn → x και yn → y.
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Αν w είναι µιγαδικός αριθµός και r > 0 τότε

D(w, r) = {z : |w − z| < r}

είναι ο ανοικτός δίσκος µε κέντρο w και ακτίνα r. Ο κλειστός δίσκος µε κέντρο w και
ακτίνα r ορίζεται

D̄(w, r) = {z : |w − z| ≤ r}

ενώ
C(w, r) = {z : |w − z| = r}

είναι ο κύκλος µε κέντρο w και ακτίνα r.
Ονοµάζουµε περιοχή ενός σηµείου z0 ένα (ανοικτό) δίσκο D(z0, r), r > 0 µε κέντρο το

z0. ΄Ενα υποσύνολο A του µιγαδικού επιπέδου λέγεται ανοικτό αν είτε είναι κενό είτε για
κάθε a ∈ A υπάρχει µια περιοχή D(z0, r) του A που περιέχεται στο A. Τα συµπληρώµατα
των ανοικτών συνόλων λέγονται κλειστά σύνολα. Είναι εύκολο να δείξουµε πως ένα σύνολο
K είναι κλειστό αν τα όρια ακολουθιών σηµείων του ανήκουν επίσης σε αυτό.

΄Εστω S ένα υποσύνολο S του επιπέδου. ΄Ενα υποσύνολο Y του S ϑα λέγεται σχετικά

ανοικτό αν είναι της µορφής Y = A ∩ S όπου A είναι ανοικτό σύνολο.
΄Ενα υποσύνολο S του επιπέδου ϑα λέγεται συνεκτικό αν δεν µπορεί να διασπαστεί σε

δύο σχετικά ανοικτά µη-κενά ξένα µεταξύ τους υποσύνολά του.
Μια τόξο µε άκρα z1, z2 είναι µια συνεχής συνάρτηση γ : [a, b] → C όπου a, b πραγ-

µατικοί αριθµοί και γ(a) = z1, γ(b) = z2. Αν x(t), y(t) είναι το πραγµατικό και ϕανταστικό
µέρος του γ(t), συνάρτηση γ(t) = x(t) + iy(t), λέγεται λεία αν οι πραγµατικές συναρτήσεις
x(t), y(t) είναι παραγωγίσιµες. Ειδικά αν γ : [0,1]C ορίζεται από την

γ(t) = tz1 + (1 − t)z2

η γραφική παράσταση του είναι ευθύγραµµο τµήµα που ξεκινά από το z1 και καταλήγει
στο z2 και το παριστάνουµε µε [z1, z2]. Μια πολυγωνική γραµµή είναι ένα σύνολο της
µορφής

[z0, z1] ∪ [z1, z2] ∪ · · · ∪ [zn−2.zn−1] ∪ [zn−1, zn].
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΄Ενα υποσύνολο S του µιγαδικού επιπέδου λέγεται πολυγωνικά συνεκτικό αν δύο οποια-
δήποτε σηµεία του µπορούν να ενωθούν µε µια πολυγωνική γραµµή που να περιέχεται
εξ ολοκλήρου στο S. Τα ανοικτά πολυγωνικά συνεκτικά σύνολα είναι και κατά-τόξα συ-
νεκτικά σύνολα και αντίστροφα. Υπάρχει συνεκτικό υποσύνολο του επιπέδου που είναι
συνεκτικό αλλά όχι κατά τόξα συνεκτικό.

΄Ενα ανοικτό και συνεκτικό σύνολο ϑα λέγεται ένα χωρίο. ΄Ενα χωρίο ϑα συµβολίζεται
µε Ω.

Αποδεικνύεται ότι κάθε χωρίο είναι και πολυγωνικά συνεκτικό σύνολο.

Μια ακολουθία (an)∞n=1 µιγαδικών αριθµών λέµε ότι συγκλίνει στον µιγαδικό αριθµό a αν
η ακολουθία

(|an − a|)∞n=1

συγκλίνει στο 0. Σηµειώνουµε ότι οι οι ιδιότητες των συγκλινουσών ακολουθιών πραγµα-
τικών αριθµών που γνωρίζουµε από τον Απειροστικό Λογισµό ισχύουν και για ακολουθίες
µιγαδικών αριθµών. Για παράδειγµα το άθροισµα και το γινόµενο συγκλινουσών ακο-
λουθιάων συγκλίνει στο άθροισµα και το γινόµενο, αντίστοιχα, των ορίων τους. Μια σειρά∑∞
n=1 an είναι η ακολουθία (Sn)∞n=1 όπου

Sn = a1 + · · · + an

όπου η (an)∞n=1 είναι δοθείσα ακολουθία.

1.2. ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 1.2.1 Να αποδείξετε την προσεταιριστική και την µεταθετική ιδιότητα των πράξεων
της πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.2.2 Να ϐρείτε το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος των αριθµών (a) 1
i (b)

1+i
1−i (c) i45 (d) ( 1

√
2

+ i 1
√

2
)17. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.3 Να δείξετε ότι ο z είναι πραγµατικός αριθµός αν και µόνο αν z = z̄.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.4 Να δείξετε ότι για δύο µιγαδικούς αριθµούς z1, z2 και c ∈ R ισχύει

c z = c z (1.11)

z1 + z2 = z1 + z2 (1.12)

z1 z2 = z1 z2 (1.13)

z1

z2
=
z1

z2
, αν z2 , 0. (1.14)

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.5 Να δείξετε ότι για οποιουσδήποτε µιγαδικούς αριθµούς z, z1, z2 ισχύει

|z1 z2| = |z1| |z2| (1.15)∣∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣∣ =
|z1|

|z2|
, αν z2 , 0. (1.16)

|z̄| = |z|. (1.17)

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.6 Να ϐρείτε τον συζυγή και το µέτρο του (1 + i)11. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.2.7 Αν z = a + bi να ϐρείτε όλους τους µιγαδικούς αριθµούς w = x + iy µε
w2 = z. Εφαρµόστε για z = −i Υπόδειξη-Λύση

Να λύσετε την εξίσωση
az2 + bz + c = 0

αν a, b, c, a , 0 µιγαδικοί. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.9 [Η τριγωνική ανισότητα] Να δείξετε ότι

|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2| (1.18)

|z1 + z2| ≥ ||z1| − |z2|| (1.19)

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.10 Να δείξετε πως για κάθε µιγαδικό αριθµό z

|z| ≤ |<z| + |=z| ≤
√

2|z|.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.11 Να ϐρεθεί αν υπάρχει το όριο της ακολουθίας

(an)∞n=1 =

 √2
2

+ i

√
2

2

n∞
n=1

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.12 Αν (an)∞n=1 είναι µια ακολουθία µιγαδικών αριθµών µε limn→∞ |an | = +∞.
Να δείξετε η ακολουθία δεν συγκλίνει. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.2.13 Να ϐρεθεί αν υπάρχει το όριο της ακολουθίας

(an)∞n=1 =

 √2
2

+ i

√
2

3

n∞
n=1

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.14 ∆είξτε ότι το σώµα των µιγαδικών αριθµών είναι ισοµορφικό µε το σύνολο
όλων των πινάκων της µορφής [

a b
−b a

]
µε a, b ∈ R Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.15 ΄Εστω a µιγαδικός αριθµός µε |a| < 1. Να αποδείξετε ότι∣∣∣∣∣ z − a1 − āz

∣∣∣∣∣ = 1 αν και µόνο αν |z| = 1

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.16 ΄Εστω z , 0 µιγαδικός αριθµός. Να δείξετε ότι ο

z +
1
z

είναι πραγµατικός αριθµός αν και µόνο αν

=z = 0 είτε |z| = 1.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.2.17 ∆ίνεται η απεικόνιση T : C→ C µε

T (z) = az + b, a , 0

(i) ∆είξτε ότι η T απεικονίζει τον κύκλο

C(z0, r) = {z : |z − z0| = r}

στον κύκλο
C (T (z0), r |a|) = {z : |z − T (z0)| = r |a|}.

(ii) Να ϐρείτε για ποια a, b η απεικόνιση T απεικονίζει τον κύκλο C(0,1) επί του C(1+i,2).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.18 Να δείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου

C(z0, r) = {z : |z − z0| = r}

δίνεται και από την εξίσωση

zz̄ − z̄0z − z0z̄ + z0z̄0 − r
2 = 0

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.19 Αν µια ακολουθία συγκλίνει τότε και η ακολουθία των απόλυτων τιµών
της συγκλίνει. Ισχύει το αντίστροφο ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.20 Να ϐρείτε ποιες από τις παρακάτω ακολουθίες είναι ϕραγµένες :

1. in
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2.
( i

1 + i

)n

3.
( i + 1
1 − i

)n

4.
n

n + 2
+ i
n + 3
n + 4

5. n(in − 1)

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.21 ∆είξτε πώς αν η ακολουθία an είναι ϕραγµένη τότε ϑα είναι και οι παρα-
κάτω ακολουθίες :

1.
1
n

n∑
i=1

ai

2.
n
√
a1 · a2 · · ·an

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.22 Να εξετάσετε τις παρακάτω σειρές ως προς τη σύγκλισή τους :

1.
∑∞
n=1

i+n
ni−3+i
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2.
∑∞
n=1

i
n

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.23 Υπόδειξη-Λύση

Να ϐρείτε τα αθροίσµατα των παρακάτω σειρών:

1.
∞∑
n=0

(1 + i)n

2n

2.
∞∑
n=1

n
(1 + i)n

2n

΄Ασκηση 1.2.24 Να ϐρείτε τα (α) 3√i (ϐ)
5√
i − 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.25 Ποια υποσύνολα του µιγαδικού επιπέδου περιγράφονται από τις παρακάτω
εξισώσεις ;

1. <z = =z.

2. <z < 1

3. 1 ≤ <z ≤ 1

4. =z ≥ 0

5. |z| ≤ 2

6. 1 < |z| < 100
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7. −π < arg z < π

8. π
6 < arg z < π

4 .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.26 (α) Ποια από τα παρακάτω σύνολα είναι ανοιχτά ;
(ϐ) Να ϐρείτε την κλειστή ϑήκη τους,

1. {z : |z| < 3}

2. {z : 1 < |z| < 3}

3. {zz : =z > 1}

4. {z : <z ≤ 5} ∪ {11}

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.27 Ποια από τα σύνολα στην προηγούµενη άσκηση είναι συνεκτικά ; Ποια
είναι συµπαγή ; Ποια έχουν κλειστή ϑήκη συµπαγές σύνολο ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.28 Να δώσετε ένα παράδειγµα συνεκτικού συνόλου που δεν είναι πολυγωνι-
κά συνεκτικό. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 2

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΜΙΑΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΗΣ
ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ z -
∆ΥΝΑΜΟΣΕΙΡΕΣ

2.1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ

2.1.1. Η ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ - ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΤΩΝ CAUCHY-RIEMANN

Μια µιγαδική συνάρτηση f (z) γράφεται πάντα στη µορφή

f (z) = u(x, y) + iv(x, y) (2.1)

όπου u(x, y), v(x, y) είναι πραγµατικές συναρτήσεις δύο µεταβλητών. Με Ω ϑα συµβολί-

Ϲουµε ένα ανοικτό υποσύνολο µιγαδικών αριθµών. Αν το Ω είναι και κατα-τόξα ( πολυ-
γωνικά ) συνεκτικό σύνολο ϑα το λέµε ένα χωρίο. Μια συνάρτηση f : Ω → C ϑα λέγεται
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παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο z0 αν το όριο

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z) − f (z0

z − z0

υπάρχει. Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο του Ω ϑα λέγεται αναλυτική στο Ω.
Αν S είναι ένα µη ανοικτό σύνολο ϑα λέµε ότι η f είναι αναλυτική στο S αν είναι αναλυτική
σε κάποιο ανοιχτό σύνολο που περιέχει το S.΄Ετσι µια συνάρτηση είναι αναλυτική σε ένα
σηµείο αν είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό δίσκο που έχει κέντρο το σηµείο αυτό.

Ας υποθέσουµε ότι οι µερικές παράγωγοι

∂u

∂x
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0),

∂v

∂x
(x0, y0),

∂v

∂y
(x0, y0)

υπάρχουν σε κάποιο σηµείο (x0, y0) ∈ Ω. Ορίζουµε

∂f

∂x
(x0, y0) =

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

∂f

∂y
(x0, y0) =

∂u

∂y
(x0, y0) + i

∂v

∂y
(x0, y0)

ϑα λέµε ότι η συνάρτηση f : Ω→ C ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann σε ένα
σηµείο (x0, y0) ∈ Ω αν

∂f

∂y
(x0, y0) = i

∂f

∂x
(x0, y0)

ή ισοδύναµα

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) (2.2)

∂u

∂y
(x0, y0) = −

∂v

∂x
(x0, y0) (2.3)
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Θεώρηµα 2.1.1 Αν µια συνάρτηση f : Ω → C είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο (x0, y0) ∈ Ω

τότε ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann σε αυτό.
Αν οι µερικές παράγωγοι υπάρχουν σε µια περιοχή του σηµείου (x0, y0) ∈ Ω και εί-

ναι συνεχείς και η f ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann τότε η f : Ω → C είναι
παραγωγίσιµη στο z0(x0, y0) και ισχύει.

f ′(z0) =
∂f

∂x
(z0) =

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

Ορισµός 2.1.2 Μια µιγαδική συνάρτηση f (z) ϑα λέγεται αναλυτική σε ένα σύνολο S αν η
f (z) είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό σύνολο που περιέχει το S. Μια µιγαδική συνάρτηση
f (z) ϑα λέγεται ακέραια αν η f (z) είναι παραγωγίσιµη σε όλο το C.

΄Ετσι όταν λέµε ότι µια συνάρτηση είναι αναλυτική σε ένα σηµείο z0 εννοούµε ότι είναι
παραγωγίσιµη δε όλα τα σηµεία ενός ανοικτού δίσκου µε κέντρο το z0.

2.1.2. ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΙ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Για κάθε µιγαδικό αριθµό z = x + iy ορίζουµε

exp(z) = ez = ex (cos x + i sin y).

Η συνάρτηση f : C → C ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann σε κάθε σηµείο
z0 = (x0, y0) του µιγαδικού επιπέδου και συνεπώς είναι παραγωγίσιµη σε κάθε z. Είναι
ϕανερό ότι αν περιοριστούµε στους πραγµατικούς αριθµούς η συνάρτηση ταυτίζεται µε
την συνήθη εκθετική. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2.1.1 ϐλέπουµε πως σε κάθε z ισχύει

(ez)′ = ez

Επίσης ορίζουµε τις επεκτάσεις των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων

sin z =
1
2i

(eiz − e−iz)
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cos z =
1
2

(eiz + e−iz)

2.1.3. Πολυώνυµα και δυναµοσειρές

Οι πιο απλές συναρτήσεις µιας µιγαδικής µεταβλητής είναι αυτές της µορφής

P(z) = anz
n + · · · + a1z + a0

όπου τα a0, . . . , an είναι µιγαδικοί αριθµοί που τις ονοµάζουµε πολυώνυµα µιας µιγα-
δικής µεταβλητής ή και αναλυτικά πολυώνυµα. Μια άµεση γενίκευση της έννοιας του
πολυωνύµου είναι αυτή της δυναµοσειράς που είναι µια συνάρτηση της µορφής

f (z) =

∞∑
n=0

anz
n (2.4)

ή γενικότερα

f (z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n (2.5)

η οποία ορίζεται για εκείνα ακριβώς τα z για τα οποία η σειρά (2.5) συγκλίνει. Ο αριθµός
z0 λέγεται και το κέντρο της δυναµοσειράς. Συνήθως το κέντρο είναι το 0 (δηλαδή η
δυναµοσειρά είναι της µορφής (2.4) αλλά υπάρχουν πολλές περιπτώσεις που χρειαζόµαστε
δυναµοσειρές µε άλλο κέντρο.

Θέτουµε
L = limn |an |

1
n = lim

n
sup
k≥n
|ak |

1
k

Ο αριθµός L υπάρχει πάντοτε και παίρνει τιµές από 0 έως και +∞. Θα συµφωνούµε πως

1
0

= +∞,
1

+∞
= 0.
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Ο µη-αρνητικός αριθµός (που µπορεί να είναι και +∞)

R =
1
L

=
1

limn
n
√
|an |

λέγεται ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς (2.5) και το σύνολο

D = {z : |z − z0| < R

ο δίσκος σύγκλισης της δυναµοσειράς. Η σηµασία της ακτίνας σύγκλισης ϕαίνεται στο
παρακάτω :

Θεώρηµα 2.1.3 1. Αν R = 0 τότε η σειρά (2.5) συγκλίνει για z = z0 και µόνο.

2. Αν R = +∞ τότε η σειρά (2.5) συγκλίνει για κάθε µιγαδικό z.

3. Αν 0 < R < +∞ τότε η σειρά (2.5) συγκλίνει για κάθε µιγαδικό z µε |z − z0| < R και
αποκλίνει για κάθε µιγαδικό z µε |z − z0| > R. Αν |z − z0| = R τότε η σειρά µπορεί να
συγκλίνει ή να αποκλίνει και δεν γνωρίζουµε τι από τα δύο συµβαίνει εκ των προτέρων.
Επιπλέον, αν R′ < R η δυναµοσειρά συγκλίνει οµοιόµορφα στον κλειστό δίσκο

D̄(z0, R
′) = {z : |z − z0| ≥ R

′}.

Οι δυναµοσειρές παραγωγίζονται σε κάθε σηµείο µέσα στο δίσκο σύγκλισης τους, συγκε-
κριµένα

Θεώρηµα 2.1.4 Αν η

f (z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n
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συγκλίνει για κάθε |z − z0| < R τότε η παράγωγος f ′(z) υπάρχει για κάθε |z − z0| < R και
µάλιστα

f (z) =

∞∑
n=0

nan(z − z0)n−1.

΄Ενα άλλο σηµαντικό Θεώρηµα που αφορά δυναµοσειρές είναι το εξής :

Θεώρηµα 2.1.5 Αν η δυναµοσειρά f (z) =
∑∞
n=0 an(z − z0)n µηδενίζεται στα στοιχεία µιας

ακολουθίας που συγκλίνει στο z0 τότε an = 0 για κάθε n, και συνεπώς η συνάρτηση είναι
ταυτοτικά ίση µε 0. Από αυτό έχουµε ότι

Θεώρηµα 2.1.6 Αν δύο δυναµοσειρές ταυτίζονται f (z) =
∑∞
n=0 an(z−z0)n , g(z) =

∑∞
n=0 bn(z−

z0)n ταυτίζονται µηδενίζεται στα στοιχεία µιας ακολουθίας που συγκλίνει στο z0 τότε an = bn
για κάθε n.

2.2. ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 2.2.1 Να δείξετε ότι η συνάρτηση f : C→ C µε

f (z) = |z|2

είναι παραγωγίσιµη µόνο για z = 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.2 Ας ϑεωρήσουµε µια συνάρτηση f (z) που είναι συνεχής και σε κάποιο ανοι-
χτό σύνολο A έχει την ιδιότητα f 2(z) = z. Να δείξετε f ′(z) = 1

f (z) . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.3 Να δείξετε πως
zn = z̄n

Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές
ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor
ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων
ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent
ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 20 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ασκηση 2.2.4 Να δείξετε πως για κάθε πολυώνυµο P(z) που έχει πραγµατικούς συντελε-
στές ισχύει P(z) = P(z̄).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.5 Να δείξετε ότι αν P(z) είναι ένα πολυώνυµο µε πραγµατικούς συντελεστές
και ρ είναι µια ϱίζα του P(z) τότε και ο συζυγής ρ̄ ϑα είναι ϱίζα του P(z). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.6 Ας ϑεωρήσουµε µια συνάρτηση f (z) = u(x, y) + iv(x, y). Θέτουµε

Γ =
{
(x, y) : ux = vy και uy = −vx

}
Να δείξετε ότι αν το σύνολο Γ έχει κενό εσωτερικό τότε η συνάρτηση δεν είναι αναλυτική σε
κανένα σηµείο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.7 Να ϐρεθεί το σύνολο των σηµείων (x, y) στα οποία η συνάρτηση f (z) =

(x3)+i(y2) είναι παραγωγίσιµη καθώς και το σύνολο των σηµείων στα οποία είναι αναλυτική.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.8 Να ϐρείτε τις σταθερές a, b, c ώστε η συνάρτηση

f (z) = (x + ay) + i(bx + cy)

να είναι αναλυτική. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.9 Να δείξετε ότι η συνάρτηση

f (z) =


x3(1+i)−y3(1−i)

x2+y2 αν z , 0

0 αν z = 0

ικανοποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann στο z = 0 αλλά δεν υπάρχει το f ′(0). Υπόδειξη-

Λύση
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΄Ασκηση 2.2.10 Χρησιµοποιώντας τον ορισµού της παραγώγου να ϐρείτε την παράγωγο της
συνάρτησης

z

z2 + 1
στα σηµεία w όπου η συνάρτηση ορίζεται. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.11 Για κάθε µία από τις παρακάτω εξισώσεις f (z), να εξετάσετε αν οι εξισώσεις
Cauchy-Riemann ικανοποιούνται :

f (z) = log(x2 + y2) + 2i cot−1(x/y)

f (z) = x2 − y2 − 2ixy

f (z) = x3 − 3y2 + 2x + i(3x2y − y3 + 2y)

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.12 ∆είξτε ότι µια αναλυτική συνάρτηση f (z) σε ένα χωρίο D η οποία παίρνει
µόνο πραγµατικές τιµές είναι σταθερή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.13 ∆είξτε ότι µια αναλυτική συνάρτηση f (z) σε ένα χωρίο D και παίρνει µόνο
ϕανταστικές τιµές είναι σταθερή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.14 Ας ϑεωρήσουµε µια µιγαδική συνάρτηση τέτοια ώστε η f ′′(z) είναι αναλυ-
τική σε ένα χωρίο D. Αν η

f (z) = u(x, y) + iv(x, y)

να δείξετε ότι οι συναρτήσεις u(x, y), v(x, y) ικανοποιούν την εξίσωση του Laplace

∂2u

∂2x
+
∂2u

∂2y
= 0,

∂2v

∂2x
+
∂2v

∂2y
= 0, (x, y) ∈ D

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.15 Να ϐρείτε την ακτίνα σύγκλισης των δυναµοσειρών

(a)
∑∞
n=0 inz

n2

(b)
∑∞
n=0(n3 + 2n)zn

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.16 Να δείξετε ότι
lim

n√
n! = +∞

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.17 Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=0

1
n!
z2n

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.18 Να δείξετε πως δεν υπάρχει δυναµοσειρά

f (z) =

∞∑
n=0

anz
n

που να ικανοποιεί τα εξής

(a)f (z) = 1 αν z = 1
n , n = 1,2,3, . . .

(b)f ′(0) = 1.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.19 Να δείξετε ότι

sin(z +w) = sin z cosw + sinw cos z.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.20 Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης

ez = a

όπου a µιγαδικός.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.21 Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης

ez = −3

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.22 Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης

eiz = a

όπου a µιγαδικός.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.23 Να λυθεί η εξίσωση

sin z = 2i

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.24 ∆ίνεται ένα πολυώνυµο

P(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n , n ≥ 1

µε
a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥ an > 0.

Να δείξετε ότι όλες οι ϱίζες του πολυωνύµου έχουν απόλυτη τιµή ≥ 1.
Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 3

ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ

3.1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ

΄Εστω φ : [a, b] → C να είναι µια κατά τµήµατα συνεχής συνάρτηση από ένα κλειστό
διάστηµα πραγµατικών [a, b] στο σύνολο των µιγαδικών αριθµών. Η φ γράφεται και σαν
φ(t) = u(t) + iv(t) µε u το πραγµατικό µέρος της φ και v το ϕανταστικό µέρος της γ.Το
ολοκλήρωµα της γ ορίζεται∫ b

a
φ(t)dt =

∫ b

a
u(t)dt + i

∫ b

a
v(t)dt.

Μία καµπύλη ορίζεται να είναι µια συνεχής συνάρτηση γ : [a, b]→ C, όπου το [a, b] είναι
ένα κλειστό διάστηµα πραγµατικών αριθµών. Το πεδίο τιµών της γ ϑα συµβολίζεται µε
γ∗. Μια καµπύλη ϑα λέγεται κατά τµήµατα λεία ή ένας δρόµος αν είναι κατά τµήµατα
παραγωγίσιµη. Μια καµπύλη (ή δρόµος) γ µε γ(a) = γ(b) ονοµάζεται κλειστή καµπύλη

(αντίστοιχα, κλειστός δρόµος). Το µήκος L ενός δρόµου γ : [a, b] → C δίνεται από τον
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τύπο

L =

∫ b

a
|γ′(t)|dt

Αν f είναι µια συνεχής µιγαδική συνάρτηση και γ ένας δρόµος πάνω στα σηµεία του
οποίου η συνάρτηση ορίζεται και είναι συνεχής ( δηλαδή η f : γ∗ → C είναι συνεχής) τότε
το ολοκλήρωµα της f πάνω (ή κατα µήκος) του δρόµου γ ορίζεται να είναι το∫

γ
f (z)dz =

∫ b

a
f (γ(t))γ′(t)dt

ΑνM = sup{|f (z) : z ∈ γ} και L να είναι το µήκος της καµπύλης τότε έχουµε την καλούµενη
ML-ανισότητα ∣∣∣∣∣∣

∫
γ
f (z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ ML
Το παρακάτω Θεώρηµα είναι το ανάλογο του Θεµελιώδους Θεωρήµατος του απειροστικό
λογισµού και παίζει σηµαντικό ϱόλο στους υπολογισµούς µιγαδικών ολοκληρωµάτων

Θεώρηµα 3.1.1 Αν F : A → C είναι µια αναλυτική συνάρτηση στο ανοιχτό σύνολο A και
γ : [a, b]→ C µια κατά τµήµατα λεία καµπύλη που περιέχεται στο A τότε∫

γ
F ′(z)dz = F (γ(b)) − F (γ(a)).

Ειδικότερα αν η γ είναι κλειστή καµπύλη τότε∫
γ
F ′(z)dz = 0.
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3.2. ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 3.2.1 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα∫
C

1
z
dz

όπου το τόξο C δίνεται από τη συνάρτηση γ : [a, b]→ C όπου γ(t) = eit . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.2 ΄Εστω C = {z : |z| = 1} να είναι ο µοναδιαίος κύκλος µε την ϑετική ϕορά (
αντίθετα µε τη ϕορά του ϱολογιού). να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώµατα.

(a)
∫
C

1
zdz

(b)
∫
C

1
|z|dz

(c)
∫
C

1
z̄dz

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.3 Να δείξετε ότι αν η συνάρτηση f : [a, b]→ C είναι ολοκληρώσιµη τότε και
η συζυγής της είναι και ισχύει ∫ b

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (t)dt.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.4 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫
C
|z|z̄dz όπου ο δρόµος C καθορίζεται

από το ηµικύκλιο z = Reit ,0 ≤ t ≤ π και το ευθύγραµµο τµήµα −R ≤ <z ≤ R, =z = 0.
Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.5 Να δείξετε ότι αν F : Ω→ C, —όπου Ω είναι ένα χωρίο— είναι µια µιγαδική
συνάρτηση µε την ιδιότητα F ′(z) = 0 για κάθε z ∈ Ω τότε η F είναι σταθερή. Υπόδειξη-Λύση

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα ∫
C
zndz

όπου n , −1 και C είναι το ηµικύκλιο

C(t) = Reit , t ∈ [0, π]

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.7 * Να δείξετε ότι αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση που παίρνει πραγµατι-
κές τιµές και |f | ≤ 1 τότε ∣∣∣∣∣∫

C
f (z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ 4.

όπου C είναι η περιφέρεια του µοναδιαίου κύκλου

C(t) = eit , t ∈ [0,2π]

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.8 Η συνάρτηση f είνσι συνεχής σε µια περιοχή του 0. Να δείξετε πώς

lim
r→0

∫
Cr

f (z)
z

= 2πif (0).

όπου Cr είναι ο κύκλος {z : |z| = r} µε τη ϑετική ϕορά Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.9 Να δείξετε ότι ∣∣∣∣∣∣
∫
γ
(x2 − iy2)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2.5

όπου το γ είναι

1. Το διάστηµα [−i, i] στον άξονα των ϕανταστικών.

2. Το τόξο του κύκλου eit , t ∈ [− π2 ,
π
2 ]

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.10 να αποδείξετε πως αν |a| , R τότε∣∣∣∣∣∣
∫
|z|=R

dz

(z − a)(z + a)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2πR
|R2 − |a|2|

Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 4

ΑΝΑΛΥΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ-
ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ CAUCHY-ΣΕΙΡΕΣ
TAYLOR

4.1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΘΕΩΡΙΑΣ

Θυµίζουµε πάλι πως µια µιγαδική συνάρτηση f λέγεται αναλυτική σε ένα σύνολο S αν
είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο ανοικτό σύνολο A το οποίο περιέχει το S.

Αν z0 ∈ C και r > 0 ϑα συµβολίζουµε µε

D(z0, r) = {z : |z − z0| < r}

D̄(z0, r) = {z : |z − z0| ≤ r}

C(z0, r) = {z : |z − z0| = r}
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Το σύνολο C(z0, r) ϑα το ϑεωρούµε πάντα σαν µια λεία καµπύλη που δίνεται από την
εξίσωση

γ(t) = z0 + reit , t ∈ [0,2π]

Με Ω ϑα συµβολίζουµε γενικά ένα ανοικτό πολυγωνικά συνεκτικό σύνολο1

Θεώρηµα 4.1.1 (Ο Ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy) ΄Εστω f : Ω→ C να είναι µια
αναλυτική συνάρτηση και z0, r τέτοια ώστε D̄(z0, r) ⊆ Ω τότε για κάθε z ∈ D(z0, r) ισχύει

f (z) =
1

2πi

∫
C(z0,r)

f (w)
w − z

dw.

Επιπλέον η f έχει παραγώγους κάθε τάξης και ισχύει

f (n)(z) =
n!
2πi

∫
C(z0,r)

f (w)
(w − z)n+1dw.

Θεώρηµα 4.1.2 Αν f : Ω → C είναι µια αναλυτική συνάρτηση στο Ω τότε αυτή αναπαρα-
στάται σα δυναµοσειρά. Αν D(z0, R) ⊆ Ω τότε

f (z) =

∞∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n , z ∈ D(z0, R)

Μια συνάρτηση λέγεται ακέραια αν είναι αναλυτική σε όλο το C. Από τα προηγούµενα
Θεωρήµατα µια συνάρτηση είναι αναλυτική αν και µόνο αν αναπτύσσεται (κατά µοναδικό
τρόπο) σε δυναµοσειρά µε κέντρο οποιοδήποτε σηµείο ή ισοδύναµα αν αναπτύσσεται σε
δυναµοσειρά µε κέντρο το 0 και άπειρη ακτίνα.

1Σε αρκετά ϑεωρήµατα η υπόθεση ότι το Ω είναι πολυγωνικά συνεκτικό σύνολο δεν είναι απαραίτητη αλλά
σε άλλα είναι.
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Θεώρηµα 4.1.3 (Θεώρηµα του Liouville) Αν µια ακέραια συνάρτηση είναι ϕραγµένη
τότε είναι σταθερή.

Από το Θεώρηµα του Liouville προκύπτει και το

Θεώρηµα 4.1.4 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της ΄Αλγεβρας) Κάθε µη σταθερό πολυώνυµο
µια µιγαδικής µεταβλητής έχει µια ϱίζα.

Θεώρηµα 4.1.5 (Θεώρηµα της µοναδικότητας) Αν µια συνάρτηση f (z) είναι αναλυτική
σε ένα χωρίο Ω και έχει άπειρες ϱίζες σε αυτό που έχουν σηµείο συσσώρευσης στο Ω τότε
είναι ταυτοτικά ίση µε 0. Από αυτό αν έχουµε δύο αναλυτικές συναρτήσεις f, g στο χωρίο Ω

που το που το σύνολο
{z ∈ Ω : f (z) = g(z)}

έχει σηµείο συσσώρευσης µέσα στο Ω τότε αυτές ταυτίζονται στο Ω.

4.2. ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 4.2.1 Να υπολογίσετε το ∫
γ

ez

z2 + 1

όπου γ είναι (1) ο κύκλος κέντρου i και ακτίνας 1 (2) ο κύκλος κέντρου −i και ακτίνας 1
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.2 Να αναπτύξετε σε σειρά Taylor την 1
2z+3 µε κέντρο το 0 Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.3 Να αναπτύξετε σε σειρά Taylor την 1
z µε κέντρο το 1 − i και να ϐρείτε την

ακτίνα σύγκλισης της. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.4 Να αναπτύξετε την συνάρτηση

f (z) =
z

z + i

σε δυµανοσειρά µε κέντρο δοθέντα µιγαδικό v , −i.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.5 ΄Εστω µια άρτια ακέραια συνάρτηση f (z). Να δείξετε ότι στο ανάπτυγµα
Taylor της f (z) µε κέντρο το 0 όλοι οι περιττοί όροι είναι ίσοι µε µηδέν. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.6 Αν ένα πολυώνυµο P(z) = a0 + a1z + . . . anzn ικανοποιεί τη σχέση

sup
|z|=1
|P(z)| ≤ 1

τότε

|ak | ≤ 1, k = 0, . . . n.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.7 ΄Εστω µια ακέραια συνάρτηση f (z), k ϕυσικός αριθµός και A, B ϑετικοί
αριθµοί µε

|f (z)| ≤ A + B|z|k

για κάθε z , όταν |z| > R0 όπου R0 δοθείς αριθµός. Να δείξετε ότι η f (z) είναι πολυώνυµο
ϐαθµού το πολύ k. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.8 ∆είξτε ότι υπάρχει µία και µόνο µία ακέραια συνάρτηση f (z) µε f (z) = f ′(z)
και f (0) = 1. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.9 Αν µια συνάρτηση f (z) είναι αναλυτική σε ένα χωρίο Ω και έχει άπειρες
ϱίζες σε αυτό που έχουν σηµείο συσσώρευσης στο Ω τότε από το ϑεώρηµα της µοναδικότητας
είναι ταυτοτικά ίση µε 0. ∆ώστε ένα παράδειγµα µιας µη µηδενικής αναλυτικής συνάρτησης
f (z) σε ένα χωρίο Ω που έχει άπειρες ϱίζες στο Ω µε σηµείο συσσώρευσης έξω από το Ω

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.10 Να δείξετε ότι κάθε πολυώνυµο

P(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n , an , 0, n ≥ 1

γράφεται µοναδικά στη µορφή

P(z) = an(z − ρ1)n1 · · · (z − ρk)nk

όπου ρ1, . . . , ρk είναι οι διακεκριµένες ϱίζες του πολυωνύµου και n1, . . . , nk ϑετικοί (µη
µηδενικοί) ακέραιοι µε n1 + · · · + nk = n. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.11 Να δείξετε ότι κάθε πολυώνυµο

P(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n , an , 0, n ≥ 1

µε πραγµατικούς συντελεστές γράφεται µοναδικά στη µορφή

P(z) = an(z − ρ1)n1 · · · (z − ρk)nk (z2 + α1z + �2
1)m1 · · · (z2 + αjz + �2

j )mj (4.1)

όπου ρ1, . . . , ρk , α1, �1, . . . , αj, �j είναι πραγµατικοί αριθµοί και n1, . . . , nk , m1, . . . , mj ϑετι-
κοί (µη µηδενικοί) ακέραιοι µε

n1 + · · · + nk + 2(m1 + · · · +mj) = n. (4.2)

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.12 ΄Εστω f να είναι µια ακέραια συνάρτηση µε |f (z)| ≥ 1 για κάθε z. Να
δείξετε ότι είναι σταθερή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.13 Να δείξετε ότι αν f, g είναι δύο αναλυτικές συναρτήσεις σε ένα χωρίο A
και για κάθε z ∈ A ισχύει f (z)g(z) = 0 τότε είτε f = 0 είτε g = 0 ταυτοτικά στο A.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.14 Ας υποθέσουµε ότι η f είναι µια ακέραια συνάρτηση µε =f (z) ≥ 0 για
κάθε z ∈ C. να δείξετε ότι η f είναι σταθερή.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.15 Ας υποθέσουµε ότι f, g είναι αναλυτικές συναρτήσεις στον ανοιχτό δίσκο
D(0,1) κέντρου 0 και ακτίνας 1, δεν παίρνουν την τιµή 0 και ότι ισχύει

f ′(1/n)
f (1/n)

=
g′(1/n)
g(1/n)

για n = 2,3,4, . . . . Να δείξετε ότι η
f

g
είναι σταθερή στο D(0,1). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.16 Να ϐρεθεί η µοναδική ακέραια συνάρτηση f (z) η οποία έχει τις ιδιότητες

1. f (0) = 0.

2. Για κάθε z ∈ C ισχύει |f (z) − z2 cos z| ≤ 1000.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.17 Αν η f είναι αναλυτική σε ένα σηµείο z0 να δείξετε ότι δεν µπορεί να
συµβαίνει ∣∣∣f (n)(z0)

∣∣∣ > n!bn
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για κάθε n = 1,2, . . . όπου (bn)∞n=1 είναι µια ακολουθία µε την ιδιότητα

lim
n→∞

n
√
bn = +∞.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.18 ΄Εστω f (z), g(z) είναι δύο συναρτήσεις αναλυτικές σε ένα σηµείο a που
έχουν ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά

f (z) =

∞∑
n=0

an(z − a)n , g(z) =

∞∑
n=0

bn(z − a)n

για |z − a| < R και η g(z) δεν έχει ϱίζες στο {z : |z − a| ≤ R}.

Τότε η h(z) =
f (z)
g(z)

είναι αναλυτική συνάρτηση στο a και να ϐρεθεί το ανάπτυγµα της.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.19 Να ϐρείτε τους 5 πρώτους όρους στο ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά µε κέντρο
το 0 της συνάρτησης

f (z) =
z

ez + 1
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.20 να ϐρεθεί το ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά µε κέντρο το 0 της συνάρτησης

f (z) = e
1
z−1

Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 5

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΑΝΑΛΥΤΙΚΩΝ
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

5.1. Στοιχεία από τη Θεωρία

Θεώρηµα 5.1.1 (Αρχή του µεγίστου) ΄Εστω f να είναι µια µη σταθερή αναλυτική συ-
νάρτηση σε ένα ανοιχτό και συνεκτικό σύνολο Ω. Τότε για κάθε z ∈ Ω υπάρχει z′ ∈ Ω µε
|f (z′)| > |f (z)|.

Θεώρηµα 5.1.2 (Θεώρηµα ανοικτής απεικόνισης) Η εικόνα ενός ανοικτού συνόλου
µέσω µιας µη σταθερής αναλυτικής συνάρτησης είναι ανοικτό σύνολο.

Θεώρηµα 5.1.3 (Λήµµα του Schwarz) ΄Εστω f να είναι µια αναλυτική συνάρτηση στο
µοναδιαίο δίσκο D τέτοια ώστε |f (z)| ≤ 1 για κάθε z ∈ D. Τότε

(a)|f (z)| ≤ |z|

(b)|f ′(0)| ≤ 1
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όπου η ισότητα µπορεί να ισχύει στα (a) και (b) αν και µόνο αν f (z) = eiθz.

Θεώρηµα 5.1.4 (Θεώρηµα του Morera) Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα ανοι-
κτό σύνολο D και ∫

Γ

f (z)dz = 0

οποτεδήποτε το Γ είναι το σύνορο ενός κλειστού ορθογωνίου που περιέχεται στο D τότε η f
είναι αναλυτική στο D.

Θεώρηµα 5.1.5 (Αρχή της ανάκλασης του Schwarz) Ας υποθέσουµε ότι µια συνάρτηση
f είναι αναλυτική σε ένα χωρίο D και συνεχής στο D̄, όπου το D περιέχεται στο άνω (ή
στο κάτω) ηµιεπίπεδο και το σύνορό του περιέχει ένα ευθύγραµµο τµήµα L του άξονα των
πραγµατικών αριθµών ( το L µπορεί να είναι και όλος ο άξονας). Τότε µπορούµε να ορίσουµε
µια αναλυτική επέκταση g της f στο χωρίο D ∪ L ∪ D∗ όπου D∗ = {z̄ : z ∈ D} είναι το
συµµετρικό του D ως προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών η οποία δίνεται από τον
τύπο

g(z) =


f (z) αν z ∈ D ∪ L

f (z̄) αν z ∈ D∗

5.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.2.1 ϑα ονοµάζουµε συµπαγές χωρίο ένα συµπαγές σύνολο Ω του οποίου το
εσωτερικό Int(Ω) είναι ένα χωρίο (ανοικτό και πολυγωνικά συνεκτικό σύνολο) ∆είξτε πως αν
µια µη σταθερή συνάρτηση f είναι αναλυτική σε ένα συµπαγές χωρίο Ω τότε οι συναρτήσεις
<f και =f λαµβάνουν την µέγιστη και ελάχιστη τιµή τους στο σύνορο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.2 ΄Εστω µια ακέραια συνάρτηση f και R > 0. Θέτουµε

M(R) = sup{|f (z)| : |z| < R}.

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές
ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor
ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων
ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent
ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 39 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Να δείξετε πώς αν υπάρχει κάποιος σταθερός ϑετικός ακέραιος m µε

lim
R→+∞

M(R)
Rm

= 0

τότε

1. f (n)(0) = 0 για κάθε n > m.

2. Η f είναι πολυώνυµο ϐαθµού ≤ m − 1.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.3 Αν η f είναι αναλυτική σε ένα χωρίο Ω και η |f | είναι σταθερή στο Ω τότε
και η f ϑα είναι σταθερή σε αυτό. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.4 ∆είξτε ότι η εικόνα ενός χωρίου µέσω µιας µη σταθερής αναλυτικής συνάρ-
τησης είναι επίσης χωρίο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.5 Ας υποθέσουµε ότι µια συνάρτηση f είναι αναλυτική στο C+ = {z : =z > 0}
και συνεχής στο C+ ∪ (0,1). Αν f (x) = x4 − 2x2 για κάθε x ∈ (0,1) να δείξετε πως f (i) = 3.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.6 Αν µια συνάρτηση f (z) είναι αναλυτική σε ένα χωρίο D και σε κάποιο
σηµείο a του χωρίου ισχύει ότι f (a) = 0 και για κάθε n, f (n)(a) = 0, τότε η συνάρτηση είναι
ίση µε 0 σε όλο το χωρίο D. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.7 Υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση f είναι ϕραγµένη και αναλυτική στο =z ≥
και παίρνει πραγµατικές τιµές στον πραγµατικό άξονα. Να δείξετε ότι είναι σταθερή.
Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.8 Υποθέτουµε πως µια συνάρτηση f είναι αναλυτική στον δακτύλιο R = {z :
1 ≤ z ≤ 2} ότι |f (z)| ≤ 1 όταν |z| = 1 και ότι |f (z)| ≤ 4 όταν |z| = 2. Να δείξετε ότι ισχύει
|f (z)| ≤ |z|2 για κάθε z στον δακτύλιο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.9 ΄Εστω f (z) να είναι µια ακέραια συνάρτηση που παίρνει πραγµατικές τιµές
στον πραγµατικό άξονα και ϕανταστικές τιµές στον ϕανταστικό άξονα. Να δείξετε ότι είναι
περιττή, δηλαδή ότι

f (−z) = −f (z).

Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 6

ΜΕΜΟΝΩΜΕΝΑ ΑΝΩΜΑΛΑ
ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΙ ΣΕΙΡΕΣ LAURENT

6.1. Στοιχεία από τη Θεωρία

Μια τρυπηµένη περιοχή ενός µιγαδικού αριθµού z0 είναι ένα σύνολο της µορφής

{z : |z − z0| < δ}.

Μια µιγαδική συνάρτηση f έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο z0 αν είναι αναλυτική σε µια
τρυπηµένη περιοχή του z0 αλλά όχι στο z0.

ΚΑΤΑΤΑΞΗ ΜΕΜΟΝΩΜΕΝΩΝ ΑΝΩΜΑΛΙΩΝ
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1. Αν υπάρχει µια αναλυτική συνάρτηση g(z) στο σηµείο z0 η οποία συµπίπτει µε την
f (z) σε µια τρυπηµένη περιοχή του z0 ϑα λέµε ι η f έχει µια αιρόµενη ανωµαλία

στο z0.

2. Αν για z , z0 η f γράφεται στη µορφή

f (z) =
A(z)
B(z)

όπου οι συναρτήσεις A και B είναι αναλυτικές στο z0 µε A(z0) , 0 και B(z0) = 0
τότε λέµε ότι η f έχει πόλο στο z0. Αν το z0 είναι ϱίζα τάξης k του B τότε λέµε ότι ο
πόλος έχει τάξη k.

3. Αν δεν συµβαίνει καµµία από τις δύο προηγούµενες περιπτώσεις και το z0 είναι
µεµονωµένη ανωµαλία τότε λέµε ότι η f έχει ουσιώδη ανωµαλία στο z0.

Τα ϐασικά ϑεωρήµατα σχετικά µε τις µεµονωµένες ανωµαλίες είναι

Θεώρηµα 6.1.1 (Αρχή του Riemann) Αν η f έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο σηµείο z0
και αν limz→z0 (z − z0)f (z) = 0 τότε η ανωµαλία είναι αιρόµενη.

Θεώρηµα 6.1.2 Αν η f είναι ϕραγµένη σε µια τρυπηµένη περιοχή µιας µεµονωµένης ανω-
µαλίας της τότε η ανωµαλία είναι αιρόµενη.

Θεώρηµα 6.1.3 Αν η f είναι αναλυτική σε µια τρυπηµένη περιοχή του z0 και υπάρχει ένας
ϑετικός ακέραιος k τέτοιος ώστε limz→z0 (z− z0)kf (z) , 0 και limz→z0 (z− z0)k+1f (z) = 0 τότε
η f έχει πόλο τάξης k στο z0.

Θεώρηµα 6.1.4 (Casorati-Weierstrass) Αν η f έχει ουσιώδη ανωµαλία στο z0 τότε για
κάθε τρυπηµένη πειοχή του z0 το σύνολο

f (D) = {f (z) : z ∈ D}

είναι πυκνό υποσύνολο του C.
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Αν οι σειρές
∑∞
n=0 zn,

∑∞
n=1 z−n συγκλίνουν τότε λέµε ότι η σειρά

∑∞
−∞ zn συγκλίνει και

γράφουµε
∞∑

n=−∞

zn =

∞∑
n=0

zn +

∞∑
n=1

z−n

Θεώρηµα 6.1.5 Η σειρά
∞∑

n=−∞

anz
n

συγκλίνει στο χωρίο

D = {z : r < |z| < R}

όπου

r =
1

lim supn→∞ |an |
1
n

, R =
1

lim supn→∞ |an |
1
n

και σρτην περίπτωση που r < R ορίζει µια αναλυτική συνάρτηση σε αυτό.

Θεώρηµα 6.1.6 (Ανάπτυγµα Laurent) Αν η συνάρτηση f (z) είναι αναλυτική στο χωρίο

D = {z : r < |z| < R}

τότε έχει ένα µοναδικό ανάπτυγµα Laurent

f (z) =

∞∑
n=−∞

anz
n

στο D.
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Θεώρηµα 6.1.7 Αν η συνάρτηση f (z) έχει µια µεµονωµένη ανωµαλία στο z0 τότε για κά-
ποιο ϸ > 0 ϑα έχουµε ότι

f (z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n

όπου |z − z0| < ϸ και

an =
1

2πi

∫
C

f (z)
(z − z0)n+1dz

όπου C είναι ο κύκλος κέντρου 0 και ακτίνας r < ϸ.

6.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.2.1 Να δείξετε ότι αν limz→z0 f (z) = ∞ και η f έχει µεµονωµένη ανωµαλία στο
z0 τότε το z0 είναι πόλος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.2 Να ϐρείτε το ανάπτυγµα Laurent των παρακάτω συναρτήσεων στο δακτύλιο
όπου ικανοποιείται το Θεώρηµα Laurent.

1.
1

z2 − 3z + 2

2.
2zi

(1 − z)(z + i)2

3. sin
1
z

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.3 Να ϐρεθούν οι ανωµαλίες των παρακάτω συναρτήσεων
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1.
1

z − z3

2.
z4

1 + z4

3.
z5

(1 − z)3

4.
ez

1 + z2

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.4 Να ϐρείτε το ανάπτυγµα Laurent της

f (z) =
cos z
z2

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.5 ΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι αναλυτική στο τρυπηµένο επίπεδο {z : z , 0}.
Αν η f ικανοποιεί την

|f (z)| ≤
√
|z| +

1
√
|z|

να δείξετε ότι είναι σταθερή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.6 Υποθέτουµε ότι οι f, g έχουν πόλους µε τάξη m, n αντίστοιχα στο z0. Τι
µπορούµε να πούµε για τους πόλους των f + g, fg, f/g στο z0; Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 6.2.7 Να αναλύσετε σε απλά κλάσµατα την παράσταση

1
z4 + z2

Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 7

0 ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ ΥΠΟΛΟΙΠΟΥ

7.1. 0 τύπος του υπολοίπου

Το υπόλοιπο µιας µιγαδικής συνάρτησης f στο σηµείο z0 η οποία δίνεται από το ανάπτυγµα
Laurent

f (z) =

+∞∑
n=−∞

an(z − z0)n

είναι ο συντελεστής a−1 τον οποίο και συµβολίζουµε και

Res(f (z); z0).

Αν η f έχει ένα απλό πόλο στο z0

f (z) =
g(z)
h(z)

,
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όπου οι συναρτήσεις g(z), h(z) είναι αναλυτικές στο z0 και το z0 είναι µια απλή ϱίζα της
h(z) τότε

a−1 = lim
z→z0

(z − z0)f (z) =
g(z0)
h′(z0)

. (7.1)

.
Αν το z0 είναι πόλος τάξης k της f (z) τότε

a−1 =
1

(k − 1)!
dk−1

dzk−1

(
(z − z0)kf (z)

)
. (7.2)

Θεώρηµα 7.1.1 (Το Θεώρηµα Υπολοίπων του Cauchy) Αν f είναι µια αναλυτική συ-
νάρτηση σε ένα χωρίο D εκτός από ένα πεπερασµένο σύνολο {z1, . . . , zn} από µεµονωµένες
ανωµαλίες της f (z) και γ είναι ένα κλειστό τόξο που περιέχει κανένα από τα z1, . . . , zn τότε∫

γ
f (z)dz = 2πi

n∑
k=1

η(γ, zk)Res(f ; zk).

΄Οπου

η(γ, zk) =

∫
γ

dz

z − a

είναι ένας ακέραιος αριθµός που λέγεται ο δείκτης στροφής της γ γύρω από το zk.

Θα ονοµάζουµε ένα απλό κλειστό τόξο γ κανονικό αν για κάθε a < γ ο δείκτης στροφής
η(γ, a) είναι ίσος µε 0 ή 1. Σε αυτή την περίπτωση το σύνολο

{z : η(γ, z) = 1}

λέγεται το εσωτερικό του γ ενώ το σύνολο

{z : η(γ, z) = 0}

λέγεται το εξωτερικό του γ.
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Θεώρηµα 7.1.2 (Το Θεώρηµα Υπολοίπων του Cauchy) Αν f είναι µια αναλυτική συ-
νάρτηση σε ένα χωρίο D εκτός από ένα πεπερασµένο σύνολο {z1, . . . , zn} από µεµονωµένες
ανωµαλίες της f (z) και γ είναι ένα κανονικό κλειστό τόξο που περιέχει τα z1, . . . , zn στο
εσωτερικό του. Τότε ∫

γ
f (z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f ; zk).

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι ιδιαίτερα χρήσιµο για να προσδιορίζουµε τον αριθµό των
ϱιζών µιας συνάρτησης στο εσωτερικό µιας κανονικής καµπύλης :

Θεώρηµα 7.1.3 (Θεώρηµα του Rouché) υποθέτουµε ότι οι f, g είναι αναλυτικές µέσα και
πάνω σε µια µια κανονική κλειστή καµπύλη γ και ότι

|f (z)| > |g(z)|, z ∈ γ

Τότε
Z (f + g) = Z (f ).

στο εσωτερικό της γ, όπου µε Z (f ) συµβολίζουµε το πλήθος των ϱιζών της f .

7.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.2.1 να ϐρείτε τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα των παρακάτω συναρτήσεων στις
µεµονωµένες ανωµαλίες

1.
1

z3 − z5
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2.
z4

(z + 1)2

3.
z2n+1

(z + 1)n+1

4.
z2 + z − 1
z2(z − 1)

5.
ez

z2(z2 + 9)
.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.2 Να υπολογιστεί το

Res
(
f ′(z)
f (z)

; z0

)
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αν το z0 είναι
(α) Ρίζα τάξης n για την f (z)

(ϐ) Πόλος τάξης n για την f (z) Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.3 Να δείξετε ότι αν a > 0∫ π

0
tan(t + ai) = πi

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.4 Να ϐρείτε τον αριθµό των ϱιζών του πολυωνύµου

z4 − 5z + 1

στο |z| < 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.5 Να ϐρείτε τον αριθµό των ϱιζών του πολυωνύµου

z7 − 5z4 + z2 − 2

στο |z| < 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.6 Να ϐρείτε τον αριθµό των ϱιζών του πολυωνύµου

z4 − 7z3 + 10

στο |z| < 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.7 Πόσες ϱίζες έχει η εξίσωση

ez − 4zn + 1 = 0

µε |z| < 1; Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 7.2.8 Να υπολογίσετε το ολόκληρωµα∫
|z|=r

sin
1
z
dz.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.9 Να αποδείξετε ότι(
n

k

)
=

1
2πi

∫
|z|=1

(1 + z)n

zk+1 dz.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω να δείξετε ότι(
2n
n

)
≤ 4n.

Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 53 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Αποδείξεις
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Υπόδειξη : Να χρησιµοποιήσετε το γεγονός ότι οι ιδιότητες αυτές ισχύουν στους πραγµα-
τικούς αριθµούς για τις αντίστοιχες πράξεις. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Υπόδειξη : Για τα (a), (b) πολλαπλασιάστε αριθµητή και παρανοµαστή µε το συζυγή του
παρανοµαστή. Για το (c) 44 = 4 · 10 + 1, για το (d) να γράψετε τον αριθµό σε τριγωνοµε-
τρική µορφή. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Υπόδειξη : Εύκολη. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Υπόδειξη : Να ϑέσετε z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 και κάντε τις πράξεις. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Υπόδειξη : |z|2 = z z̄ και η ΑΣΚΗΣΗ 1.2.4. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε γενικές ιδιότητες. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6
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Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7
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Υπόδειξη : Λύνουµε όπως στην περίπτωση των πραγµατικών αριθµών. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Υπόδειξη : (α) Να χρησιµοποιήσετε το ότι |z|2 = zz̄. ή (ϐ) ΄Εστω ότι z1 = x1 + iy1, z2 =

x2 + iy2. Για την 1.18, παρατηρούµε ότι αυτή είναι ισοδύναµη µε την x1x2 + y1y2 ≤√
(x2

1 + y2
1) (x2

2 + y2
2).

Για την 1.19, |z1| = |(z1 + z2) − z2| και εφαρµόζουµε την 1.18. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10
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Υπόδειξη : Μια ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν κάθε υπακολουθία της συγκλίνει στο
ίδιο όριο. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11
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Υπόδειξη : Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.12
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Υπόδειξη : Αν limn |an | = 0 τότε και limn an = 0. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.13

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 67 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι η απεικόνιση

a + ib 7→

[
a b
−b a

]
είναι ισοµορφισµός.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.14
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 68 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.15
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 69 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.16
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 70 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Παρατηρούµε ότι

|z − z0| = r αν και µόνο αν |T (z) − T (z0)| = r |a|.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.17
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 71 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :
|z − z0| = r ⇐⇒ |z − z0|

2 = r2

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.18
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 72 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.20
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 73 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Η τριγωνική ανισότητα. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.21
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 74 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Ο τύπος της γεωµετρικής σειράς. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.23
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 75 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να χρησιµοποιήσετε τριγωνοµετρική µορφή. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.24
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 76 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.25
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 77 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ϑα δείξουµε την αντιµεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης : z = x+ iy, z′ = x ′+ iy′

είναι δύο µιγαδικοί αριθµοί τότε

z + z′ = (x + x ′) + i(y + y′) = (x ′ + x) + i(y′ + y) = z′ + z.

Για τον πολλαπλασιασµό:

zz′ = xx ′ − yy′ + i(xy′ + x ′y) = x ′x − y′y + i(x ′y + y′x) = z′z

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 78 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

(a) 1
i = −i

(−i)i = −i = 0 + (−1)i

(b) 1+i
1−i =

(1+i)(1+i)
(1−i)(1+i) = 2i

2 = 0 + 1i

(c) i45 = i44i = (i4)10i = 110i = i

(d)
(

1
√

2
+ i 1

√
2

)17
=

(
cos π

4 + i sin π
4

)17
= cos 17π

4 + i sin 17π
4 =

= cos(4π + π
4 ) + i sin(4π + π

4 ) = cos
(
π
4

)
+ i sin

(
π
4

)
=

= 1
√

2
+ i 1

√
2
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 79 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Ενας µιγαδικός αριθµός είναι πραγµατικός αν και µόνο αν το ϕανταστικό του
µέρος είναι ίσο µε µηδέν. z = z̄ ⇔ x + iy = x − iy⇔ 2yi = 0⇔ y = 0. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 80 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) =

(x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2) = (x1x2 − y1y2) − i(x1y2 + y1x2) =

= (x1 − iy1)(x2 − iy2) = z1 z2.

z1

z2
=

(
z1 z2

z2 z2

)
= (γιατί ;;;) =

1
z2 z2

z1 z2 =
z1 z2

z2 z2
=
z1

z2
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 81 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα δείξουµε την σχέση 1.15 οι άλλες προκύπτουν όµοια. Από τη σχέση 1.13
έχουµε ότι

|z1z2|
2 = z1 z2 z1 z2 = z1 z2 z1 z2 = (z1 z1) (z2 z2) = |z1|

2|z2|
2

΄Οµοια για τα υπόλοιπα. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 82 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (1 + i)11 = 1 + i
11

= (1 − i)11

|(1 + i)11| = |1 + i |11 = (
√

2)11 = 25
√

2. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 83 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν b = 0 τότε ο z είναι πραγµατικός αριθµός και

w = ±
√
a, αν a ≥ 0

και
w = ±i

√
|a|, αν a < 0

υποθέτουµε λοιπόν πως b , 0. Τότε y , 0 γιατί αν y = 0 ϑα είχαµε αναγκαστικά ότι
a = 0. Θέλουµε

(x + iy)2 = a + bi

ή ισοδύναµα
x2 − y2 + i(2xy) = a + bi

που µας οδηγεί να λύσουµε το σύστηµα

x2 − y2 = a, 2xy = b

Αφού y , 0 και 2xy = b ϑα έχουµε ότι

x =
b

2y

οπότε
b2

4y2 − y
2 = a

και συνεπώς ϑα πρέπει να λύσουµε την εξίσωση

4y4 + 4ay2 − b2 = 0

και να δεχτούµε µόνο τις πραγµατικές τιµές του y. ΄Αρα

y = ±

√
2

2

(√
−a +

√
a2 + b2

)
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 84 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

x = ±

√
2

2
b√

−a +
√
a2 + b2

= ±

√
2

2
b

|b|

√
a +
√
a2 + b2

άρα οι µιγαδικού αριθµοί που Ϲητάµε είναι

w1 =

√
2

2

(
b

|b|

√
a +
√
a2 + b2 + i

(√
−a +

√
a2 + b2

))
, w2 = −w1

(ο αριθµός b
|b| που εµφανίζεται είναι το πρόσηµο του b.)

Αν z = i τότε a = 0, b = −1 και αντικαθιστώντας στον προηγούµενο τύπο ϐρίσκουµε
ότι οι «τετραγωνικές ϱίζες » του −i είναι

√
2

2
(−1 + i), −

√
2

2
(−1 + i)
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Μιγαδικοί αριθµοί
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω
∆ = b2 − 4ac

Αν
√

∆, −
√

∆ είναι οι δύο µιγαδικοί αριθµοίw µε την ιδιότηταw2 = ∆ (που υπολογίζονται
όπως στη προηγούµενη άσκηση ) τότε οι λύσεις της εξίσωσης είναι

z1 =
−b +

√
∆

2a
, z2 =

−b −
√

∆

2a
,

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
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Απόδειξη : (α)

|z1 + z2|
2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2)

= z1z̄1 + z1z̄2 + z1z̄2 + z̄1z2 = |z1|
2 + |z2|

2 + z1z̄2 + z̄1z2

= |z1|
2 + |z2|

2 + z1z̄2 + z1z̄2 = |z1|
2 + |z2|

2 + 2<(z1z̄2)

≤ |z1|
2 + |z2|

2 + 2|z1z̄2| = (|z1| + |z2|)2.

και παίρνουµε τις τετραγωνικές ϱίζες.

(ϐ) Η σχέση 1.18 ισοδυναµεί µε την |z1 +z2|
2 ≤ (|z1|+ |z2|)2. ΄Εστω ότι z1 = x1 + iy1, z2 =

x2 + iy2 τότε |z1 + z2|
2 = (x1 + x2)2 + (y1 + y2)2 = (x2

1 + y2
1) + (x2

2 + y2
2) + 2(x1x2 + y1y2).

Επίσης (|z1|+ |z2|)2 = |z1|
2 + |z2|

2 + 2|z1||z2| = (x2
1 +y2

1) + (x2
2 +y2

2) + 2
√

(x2
1 + y2

1) (x2
2 + y2

2).

Συνεπώς η σχέση 1.18 ισοδυναµεί µε την x1x2 +y1y2 ≤

√
(x2

1 + y2
1) (x2

2 + y2
2). Η τελευταία

σχέση προκύπτει άµεσα από τη γνωστή ανισότητα Cauchy- Schwarz

|x1x2 + y1y2| ≤

√
x2

1 + y2
1

√
x2

2 + y2
2. (7.3)

Για να αποδείξουµε την 7.3 υψώνουµε στο τετράγωνο αµφότερα τα µέλη της και έχουµε
ότι αυτή ισοδυναµεί µε την

(x1x2 + y1y2)2 ≤ (x2
1 + y2

1) (x2
2 + y2

2)

ισοδύναµα
x2

1x
2
2 + y2

1y
2
2 + 2x1x2y1y2 ≤ x

2
1x

2
2 + x2

1y
2
2 + y2

1x
2
2 + y2

1y
2
2

ισοδύναµα
0 ≤ x2

1y
2
2 − 2x1x2y1y2 + y2

1x
2
2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

ισοδύναµα
0 ≤ (x1y2 − y1x2)2

η οποία προφανώς ισχύει.

Για την 1.19, |z1| = |(z1 + z2) − z2| και εφαρµόζοντας την 1.18 έχουµε ότι

|z1| ≤ |z1 + z2| + |z2|

δηλαδή
|z1| − |z2| ≤ |z1 + z2|

΄Οµοια
|z2| − |z1| ≤ |z1 + z2|

άρα
||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2|

�
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας ϑέσουµε <z = x, =z = y.

|z| =
√
x2 + y2 ≤

√
|x2 + y2 + 2|x | |y| = |x | + |y|.

Για το αντίστροφο παρατηρούµε ότι

(|x | − |y|)2 ≥ 0

άρα
x2 + y2 ≥ 2|x | |y|

άρα
2(x2 + y2) ≥ x2 + y2 + 2|x ||y|

άρα √
2(x2 + y2) ≥

√
x2 + y2 + 2|x ||y|

άρα √
2|z| ≥ |x | + |y|.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
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Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν ϐρούµε δύο υπακολουθίες που συγκλίνουν σε διαφορετικά όρια τότε ϑα
έχουµε δείξει ότι η ακολουθία δεν συγκλίνει.

z =

√
2

2
+ i

√
2

2
= cos

π

4
+ i sin

π

4

zn = cos
nπ

4
+ i sin

nπ

4
Αν nk = 8k, k = 1,2, . . .

ank = cos 2kπ + i sin 2kπ = 1, nk = 8k, k = 1,2, . . .

Συνεπώς
lim
k→∞

ank = 1

Αν mk = 8k + 2, k = 1,2, . . .
amk = i, k = 1,2, . . .

lim
k→∞

amk = i

Η ακολουθία (an)∞n=1 έχει δύο υπακολουθίες που συγκλίνουν σε διαφορετικά όρια. Συνε-
πώς δεν συγκλίνει. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν η ακολουθία συνέκλινε σε κάποιο όριο τότε ϑα ήταν ϕραγµένη. Αλλά
limn→∞ |an | = +∞ που συνεπάγεται ότι η ακολουθία δεν είναι ϕραγµένη. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω

z =

√
2

2
+ i

√
2

3

|z| =

√
1
2

+
2
9

=

√
13
18

< 1.

Συνεπώς
lim
n→∞
|an | = 0

Που συνεπάγεται πως
lim
n→∞

an = 0

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω M να είναι το σύνολο των πινάκων της µορφής[
a b
−b a

]
και f : C→ M η απεικόνιση µε

f (z) =

[
a b
−b a

]
, a = <z, b = =z.

Αν z = a + ib, z′ = a′ + ib′ τότε

f (z + z′) =

[
a + a′ b + b′

−b − b′ a + a′

]
=

[
a′ b
−b′ a

]
+

[
a′ b′

−b′ a′

]
= f (z) + f (z′)

και

f (zz′) =

[
aa′ − bb′ ab′ + a′b
−(ab′ + a′b) aa′ − bb′

]
=

[
a′ b
−b′ a

]
·

[
a′ b′

−b′ a′

]
= f (z)f (z′)

Η f είναι 1-1 και επί και συνεπώς είναι ισοµορφισµός. �
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Έξοδος

Απόδειξη :
�
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Έξοδος

Απόδειξη : Ο z + 1
z είναι πραγµατικός αν και µόνο αν

z +
1
z

= z +
1
z

= z̄ +
1
z̄

Θα έχουµε

z + 1
z = z̄ +

1
z̄
⇐⇒

z + 1
z − z̄ −

1
z̄

= 0⇐⇒

(z − z̄) −
z − z̄

|z|2
= 0⇐⇒

(z − z̄)
(
|z|2 − 1
|z|2

)
= 0⇐⇒

z = z̄ ειτε |z|2 = 1⇐⇒

=z = 0ειτε |z| = 1

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
Παρατηρούµε ότι

|z − z0| = r αν και µόνο αν |T (z) − T (z0)| = r |a|.

πράγµατι, αφού a , 0

|z − z0| = r ⇐⇒

|a||z − z0| = r |a| ⇐⇒

|az − az0| = r |a| ⇐⇒

|az + b − (az0 + b)| = r |a| ⇐⇒ |T (z) − T (z0)| = r |a|.

�
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Έξοδος

Απόδειξη :
|z − z0| = r ⇐⇒

|z − z0|
2 = r2 ⇐⇒

(z − z0)z − z0 = r2 ⇐⇒

zz̄ − z̄0z − z0z̄ + z0z̄0 − r2 = 0

�
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω (an)∞n=1 µια ακολουθία που συγκλίνει στο a. ΄Εστω ϸ > 0 και έστω n0
τέτοιο ώστε

|an − a| < ϸ

για κάθε n ≥ n0. Αλλά τότε από την τριγωνική ανισότητα για µιγαδικούς

||z| − |w|| ≤ |z −w| ≤ |z| + |w|

ϑα έχουµε ότι για κάθε n ≥ n0,

||an | − |a|| ≤ |an − a| < ϸ.

Συνεπώς, η ακολουθία (|an |)∞n=1 που συγκλίνει στο |a|.
Το αντίστροφο δεν ισχύει αφού η ακολουθία (−1)n δεν συγκλίνει αλλά ακολουθία των

απόλυτων τιµών της συγκλίνει. �
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0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 98 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Είναι ϕραγµένη αφού
|in | = |i |n = 1n = 1.

2. Είναι ϕραγµένη αφού ∣∣∣∣∣ i

1 + i

∣∣∣∣∣n =
|i |n

|1 + i |n
=

1

(
√

2)n
≤ 1

3. Είναι ϕραγµένη αφού ∣∣∣∣∣ i + 1
1 − i

∣∣∣∣∣n = 1

4. Είναι ϕραγµένη αφού∣∣∣∣∣ n

n + 2
+ i
n + 3
n + 4

∣∣∣∣∣ =

√
n2

(n + 2)2 +
(n + 3)2

(n + 4)2 ≤
√

2

5. ∆εν είναι ϕραγµένη αφού αν το n είναι της µορφής n = 4k+2 (δηλαδή όταν διαιρείται
µε 4 αφήνει υπόλοιπο 2) ο όρος της ακολουθίας ϑα είναι

−2n

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 99 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω
M = sup{|an | : n = 1,2, . . . }.

1. ∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
n

n∑
i=1

|ai | ≤
1
n
nM = M.

2. ∣∣∣ n
√
a1 · a2 · · ·an

∣∣∣ =
n
√
|a1| · |a2| · · · |an | ≤

n√
Mn = M.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 100 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Η σειρά
∑∞
n=1

i+n
ni−3+i σεν συγκλίνει γιατί η ακολουθία που την ορίζει,

(
i+n

ni−3+i

)∞
n=1

δεν
είναι µηδενική.

2. ∆εν συγκλίνει.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 101 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Η σειρά
∑∞
n=0 z

n συγκλίνει όταν |z| < 1 και έχουµε
∞∑
n=0

zn =
1

1 − z
.

Συνεπώς αφού ∣∣∣∣∣1 + i

2

∣∣∣∣∣ =

√
2

2
< 1

Θα έχουµε πως
∞∑
n=0

(1 + i)n

2n
=

∞∑
n=0

(1 + i

2

)n
=

1
1 − i

= 1 + i

2. Θα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του γινοµένου Cauchy.
Πολλαπλασιάζουµε τη σειρά

∑∞
n=0

(1+i)n

2n µε τον εαυτό της και έχουµε(∑∞
n=0

(1 + i)n

2n

) (∑∞
n=0

(1 + i)n

2n

)
=

∑∞
n=0(n + 1)

(1 + i)n

2n
=

=
∑∞
n=0 n

(1 + i)n

2n
+

∑∞
n=0

(1 + i)n

2n

Απ το προηγούµενο ερώτηµα

(1 + i)2 =

∞∑
n=0

n
(1 + i)n

2n
+ 1 + i

και συνεπώς
∞∑
n=0

n
(1 + i)n

2n
= (1 + i)2 − (1 + i) = −1 + i.
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 102 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 103 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (α)

3√i = 3

√
cos

π

2
+ i sin

π

2

= cos

π

2
+ 2kπ

3
+ i sin

π

2
+ 2kπ

3
2

k = 0,1,2.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 104 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Αφού σε αυτή την περίπτωση x = y το σύνολο είναι η ευθεία

y = x

2. Είναι το ανοικτό ηµιεπίπεδο αριστερά από την ευθεία x = 1.

3. Είναι η ανοιχτή λωρίδα µεταξύ των ευθειών x = 1 και x = −1.

4. Είναι το ανοιχτό ηµιεπίπεδο πάνω από από τον πραγµατικό άξονα.

5. Ο ανοιχτός δίσκος µε κέντρο το 0 και ακτίνα 2.

6. Ο ανοικτός δακτύλιος που περικλείεται µεταξύ του κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας
100 και του κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας 1.

7. ΄Ολο το επίπεδο εκτός από την ηµιευθεία των αρνητικών αριθµών.

8. Είναι το µέρος του επιπέδου που περικλείεται µεταξύ των ευθειών y = tan π
6x και

y = tan π
4x.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 105 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Τα τρία πρώτα είναι ανοικτά. Το τέταρτο όχι. Οι κλειστές ϑήκες τους είναι
αντίστοιχα:

1. {z : |z| ≤ 3}

2. {z : 1 ≤ |z| ≤ 3}

3. {zz : =z ≥ 1}

4. {z : <z ≤ 5} ∪ {11}.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 106 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Είναι όλα συνεκτικά εκτός από το (4).

Κανένα δεν είναι συµπαγές γιατί ένα σύνολο είναι συµπαγές υποσύνολο του επιπέδου αν
και µόνο αν είναι κλειστό και ϕραγµένο.

Τα (1) και (2) έχουν κλειστή ϑήκη συµπαγές σύνολο γιατί είναι ϕραγµένα. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.27
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 107 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το σύνολο
C = {z : |z| = 1}

είναι συνεκτικό αλλά όχι πολυγωνικά συνεκτικό, αφού δεν είναι δυνατόν να περιέχει ευ-
ϑύγραµµα τµήµατα (ΓΙΑΤΙ ;). �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 108 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Χρησιµοποιείστε τις εξισώσεις Cauchy-Riemann. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 109 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 110 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να γράψετε το z σε πολική µορφή. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 111 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 112 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την άσκηση 2.2.4 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 113 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 114 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εξισώσεις των Cauchy Riemann �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 115 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.8

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 116 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 117 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Ιδιότητες των ορίων. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.10

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 118 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.11

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 119 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Η f (z) ϑα είναι f (z) = u(x, y) + iv(y, y) µε v(y, y) = 0. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.12

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 120 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆ουλεύουµε όπως ακριβώς στην προηγούµενη άσκηση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.13

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 121 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να γράψετε τις τις εξισώσεις Cauchy-Riemann για την f (z) και για την f ′(z). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.14

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 122 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.15

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 123 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Αρκεί να δείξουµε πως για κάθε ϕυσικό N υπάρχει ένα n µε n√
n! > N . Αν n > M

τότε
n! = 1 · 2 · · ·M − 1 · (M ·M + 1 · · ·n) > (M − 1)!Mn−M+1.

Επίσης χρησιµοποιήσετε το ότι για κάθε ϑετικό αριθµό θ

lim
n

n√
θ = 1.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.16

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 124 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆ουλεύουµε όπως στην άσκηση 2.2.15 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.17

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 125 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το Θεώρηµα 2.1.6. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.18

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 126 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τους ορισµούς των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.19

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 127 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράφουµε το a σε τριγωνοµετρική µορφή

a = reiθ.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.20

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 128 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε την προηγούµενη άσκηση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.24

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 129 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράφουµε το a σε τριγωνοµετρική µορφή

a = reiθ.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.22

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 130 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να ϑέσετε
w = eiz

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.23

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 131 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αν z είναι ϱίζα του πολυωνύµου τότε

(1 − z)P(z) = 0

που συνεπάγεται ότι

−a0 + (a0 − a1)z + (a1 − a2)z2 + · · · + (an−1 − an)zn + anz
n = 0.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.24

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 132 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι
f (z) = x2 + y2 + 0i

συνεπώς
∂f

∂y
(x0, y0)2y0, i

∂f

∂x
(x0, y0) = 2ix0

και ϑα ισχύει
∂f

∂y
(x0, y0) = i

∂f

∂x
(x0, y0)

αν και µόνο αν x0 = y0 = 0. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 133 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 134 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αν
z = ρ(cos θ + i sin θ)

τότε
z̄ = ρ(cos θ − i sin θ)

και
zn = ρn(cosnθ + i sinnθ)

συνεπώς
zn = ρn(cosnθ + i sinnθ = ρn(cosnθ − i sinnθ) = z̄n

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 135 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αν

P(z) =

N∑
n=0

anz
n

τότε

P(z) =

N∑
n=0

anzn =

N∑
n=0

anzn =

N∑
n=0

anzn =

N∑
n=0

anz
n

Αλλά κάθε an είναι πραγµατικός αριθµός και συνεπώς an = an. Καταλήγουµε πως

P(z) =

N∑
n=0

anz
n

= P(z̄).

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 136 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την άσκηση 2.2.4, αν ένα πολυώνυµο έχει πραγµατικούς συντελεστές ϑα
ισχύει

P(z̄) = P(z)

Συνεπώς αν ρ είναι µια ϱίζα του P(z)

P(ρ̄) = P(ρ) = 0̄ = 0.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 137 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την Πρόταση 3.1 το σύνολο A των σηµείων όπου η f (z) παραγωγίζεται
είναι υποσύνολο του συνόλου Γ. Από τον ορισµό η f λέγεται αναλυτική σε ένα σηµείο αν
είναι παραγωγίσιµη σε αυτό αλλά και σε µια ολόκληρη περιοχή του σηµείου (ισοδύναµα,
σε έναν ανοιχτό δίσκο µε κέντρο το σηµείο αυτό). Συνεπώς η f είναι αναλυτική σε ένα
σηµείο z αν και µόνο αν το z ανήκει στο εσωτερικό του A. Αλλά αν το Γ δεν έχει εσωτερικό
δεν ϑα έχει ούτε και το A. Συνεπώς η f δεν ϑα είναι αναλυτική σε κανένα σηµείο.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 138 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από τις εξισώσεις των Cauchy Riemann ϑα έχουµε ότι

3x2 = 2y, 0 = −0

και καταλήγουµε ότι η f (z) είναι παραγωγίσιµη σε αυτά τα z = x + iy µε y = 3
2x

2 δηλαδή
στα σηµεία που ϐρίσκονται πάνω στην παραβολή µε εξίσωση y = 3

2x
2. Επειδή το σύνολο

Γ = {(x, y) : y =
3
2
x2}

των σηµείων αυτών δεν έχει εσωτερικό στο επίπεδο συµπεραίνουµε ότι η f (z) δεν είναι
αναλυτική σε κανένα σηµείο του επιπέδου. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 139 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω
u(x, y) = x + ay, v(x, y) = bx + cy

Τότε η f ϑα είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο z = x + iy αν και µόνο αν στο σηµείο αυτό
ικανοποιούνται οι εξισώσεις Cauchy Riemann

ux = vy, uy = −vx

Αντικαθιστώντας
1 = c b = −a

Αντικαθιστώντας στην αρχική

f (z) = x + ay + i(−ax + y) = x + iy + a(−ix + y) = x + iy − ai(x + iy) = (1 − ai)z.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 140 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν f (z) = u + iv τότε

u =
x3 − y3

x2 + y2 , v =
x3 + y3

x2 + y2

u(0,0) = v(0,0) = 0

και
ux (0,0) = lim

x→0

u(x,0) − u(0,0)
x

= lim
x→0

x

x
= 1

vy(0,0) = lim
y→0

u(0, y) − u(0,0)
y

= lim
x→0

−y

y
= −1

και όµοια
vx (0,0) = 1, vy(0,0) = 1

και συνεπώς οι εξισώσεις Cauchy-Riemann ικανοποιούνται. Θα δείξουµε ότι το όριο

f ′(0) = lim
z→0

f (z) − f (0)
z

= lim
z→0

x3(1 + i) − y3(1 − i)
(x2 + y2)(x + iy)

= lim
z→0

(1 + i)(x4 + y4 + ixy(y2 − x2))
(x2 + y2)2

δεν υπάρχει. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει.
Αν πάρουµε το z → 0 κατα µήκος της ευθείας y = x ϑα έχουµε

f ′(0) = lim
x→0

(1 + i)2x4

4x4 =
1 + i

2
Αν πάρουµε το z → 0 κατα µήκος της ευθείας y = 0 ϑα έχουµε

f ′(0) = lim
x→0

(1 + i)x4

x4 = 1 + i

που αντιφάσκει στην µοναδικότητα του ορίου. Συνεπώς το f ′(0) δεν υπάρχει. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 141 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Τα σηµεία στα οποία η συνάρτηση δεν ορίζεται είναι τα i,−i Θεωρώ ένα µιγαδικό
w , i,−i. Από τον ορισµό της παραγώγου

( z

z2 + 1

)′
z=w

= limz→w

z

z2 + 1
−

w

w2 + 1
z −w

=

= limz→w
−wz(z −w) + (z −w)

(z −w)(z2 + 1)(w2 + 1)
=

= limz→w
(z −w)(−wz + 1

(z −w)(z2 + 1)(w2 + 1)
=

=
1 −w2

(w2 + 1)2 .

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 142 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αφήνετε σαν άσκηση. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 143 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αφού η συνάρτηση είναι αναλυτική στο D ϑα είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο
του D και ϑα ισχύουν οι εξισώσεις Cauchy-Riemann

ux = vy, uy = −vx .

Αν f (z) = u(x, y)+iv(y, y) επειδή η f παίρνει µόνο πραγµατικές τιµές ϑα έχουµε v(x, y) = 0

ux = 0 uy = 0

Το οποίο συνεπάγεται ότι η U (x, y) ϑα είναι σταθερή. Συνεπώς η f (z) ϑα είναι σταθερή
στο D. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 144 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αφού η συνάρτηση είναι αναλυτική στο D ϑα είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο
του D και ϑα ισχύουν οι εξισώσεις Cauchy-Riemann

ux = vy, uy = −vx .

Αν f (z) = u(x, y) + iv(y, y) επειδή η f παίρνει µόνο µιγαδικές τιµές ϑα έχουµε u(x, y) = 0
και συνεπώς

vx = 0 vy = 0

Το οποίο συνεπάγεται ότι η v(x, y) ϑα είναι σταθερή. Συνεπώς η f (z) ϑα είναι σταθερή στο
D. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 145 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αφού η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγώγισµη τότε η συνάρτηση f ικανο-
ποιεί τις εξισώσεις Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −

∂v

∂x
. (7.4)

Επιπλέον η παράγωγος της f (z) είναι

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i
∂v

∂x
. (7.5)

Οι εξισώσεις Cauchy-Riemann που αντιστοιχούν στην f ′(z) µέσω της παράστασης (7.5)
είναι

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=
∂

∂y

(
∂v

∂x

)
(7.6)

Αντικαθιστώντας στην (7.4) ϑα έχουµε

∂2u

∂2x
+
∂2u

∂2y
= 0,

∂2v

∂2x
+
∂2v

∂2y
= 0, (x, y) ∈ D

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 146 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αρκεί να δείξουµε πως για κάθε ϕυσικό N υπάρχει ένα n µε n√
n! > N . Αν M

οποιοσδήποτε ϕυσικός και n µε n > M τότε

n! = 1 · 2 · · ·M − 1 · (M ·M + 1 · · ·n) > (M − 1)!Mn−M+1.

Αν N είναι ένας δοσµένος ϕυσικός και M = 2N αν πάρω n > M

n√
n! > n

√
(M − 1)!M1− M−1

n = M
n

√
(M − 1)!
MM−1 .

Αλλά θ =
(M−1)!
MM−1 είναι ένας σταθερός ϑετικός αριθµός και συνεπώς

lim
n

n

√
(M − 1)!
MM−1 = 1

και άρα µπορούµε να ϐρούµε n µε

n

√
(M − 1)!
MM−1 >

1
2
.

Για το n αυτό
n√
n! >

1
2
M = N

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 147 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :∆ουλεύουµε όπως στην άσκηση 2.2.15 και έχουµε ότι

R = lim
n

2n√
n! = lim

n

√
n√
n! = +∞

Σηµειώνουµε το γεγονός ότι αν limn an = +∞ τότε limn
k
√
an = +∞ για κάθε ϕυσικό k > 1.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 148 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν υπήρχε µια τέτοια δυναµοσειρά f (z) =
∑∞
n=0 anz

n αυτή από το (a) ϑα
συνέπιπτε την

g(z) = 1

στα στοιχεία µιας ακολουθίας που συγκλίνει στο 0 και άρα από το Θεώρηµα 2.1.6.
f (z) = 1 οπότε ϑα έπρεπε f ′(0) = 0 που αντιφάσκει στο (b). �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 149 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

sin z cosw + sinw cos z =

eiz − e−iz

2i
eiw + e−iw

2
+
eiw − e−iw

2i
eiz + e−iz

2
=

=
ei(z+w) − e−i(z+w) + ei(z−w) − ei(w−z) + ei(z+w) − e−i(z+w) + ei(w−z) − ei(z−w)

4i
=

ei(z+w) − e−i(z+w)

2i
=

sin(z +w).

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.19

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 150 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Γράφουµε το a σε τριγωνοµετρική µορφή

a = reiθ

και ϑα έχουµε
ez = a ⇐⇒ exeiy = reiθ

απ όπου
x = ln r, y = θ + 2kπ, k ∈ Z

δηλαδή
z = ln r + i(θ + 2kπ), k ∈ Z

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.20

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 151 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
z = ln 3 + (2k + 1)π, k ∈ Z

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.24

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 152 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Γράφουµε το a σε τριγωνοµετρική µορφή

a = reiθ

και ϑα έχουµε
eiz = a ⇐⇒ eixe−y = reiθ ⇐⇒

απ όπου
−y = ln r, x = θ + 2kπ, k ∈ Z

δηλαδή
z = (θ + 2kπ) − i ln r, k ∈ Z

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.22

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 153 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Θέτουµε
w = eiz.

Αφού

sin z =
eiz − e−iz

2i
Η εξίσωση sin z = 2i γράφεται

w −
1
w

= −4⇔ w2 + 4w − 1 = 0

που έχει λύσεις

w =
−4 ±

√
42 + 4

2
= −2 ±

√
5.

Στη συνέχεια προχωρούµε όπως στην άσκηση 2.2.22 για να ϐρούµε το z από το w. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.23

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 154 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν z είναι ϱίζα του πολυωνύµου τότε

(1 − z)P(z) = 0

που συνεπάγεται ότι

−a0 + (a0 − a1)z + (a1 − a2)z2 + · · · + (an−1 − an)zn + anz
n = 0.

Συνεπώς
|(a0 − a1)z + (a1 − a2)z2 + · · · + (an−1 − an)zn + anz

n | = a0.

Παρατηρούµε ότι από την υπόθεση a0 ≥ a1 ≥ · · · ≥ an > 0 ισχύει a0 − a1 ≥ 0, . . . an−1 −

an ≥ 0.
Από την τριγωνική ανισότητα και την προηγούµενη παρατήρηση ϑα έχουµε ότι για

κάθε ϱίζα z.

a0 ≤ (a0 − a1)|z| + (a1 − a2)|z|2 + · · · + (an−1 − an)|z|n + an |z|
n.

Αλλά αν |z| < 1 η προηγούµενη εξίσωση δίνει ότι

a0 < (a0 − a1) + (a1 − a2) + · · · + (an−1 − an) + an = a0,

άτοπο. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.24
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 155 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 156 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Το τόξο C δίνεται από τη συνάρτηση γ : [0,2π]→ C όπου γ(t) = eit . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 157 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 158 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 159 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Το Θεώρηµα 3.1.1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 160 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Το Θεώρηµα 3.1.1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.6

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 161 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το ολοκλήρωµα
∫
C
f (z)dz είναι ένας µιγαδικός αριθµός που τον γράφουµε σε

τριγωνοµετρική µορφή: ∫
C
f (z)dz = Reiθ.

Υπολογίζουµε από τον ορισµό το
∫
C
f (z)dz και διαιρούµε µε eiθ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.7
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 162 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αφού η συνάρτηση f είναι συνεχής σε µια περιοχή του z = 0 ϑα έχουµε ότι για
κάθε ϸ > 0 ϑα υπάρχει ένα δ > 0 ώστε

|f (reit) − f (0)| < ϸ

όταν r < δ και t ∈ [0,2π]. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.8

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 163 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Η ανισότητα M-L. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.9

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 164 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :
z = Reiθ, θ ∈ [0,2π]

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 165 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∫
C

1
z
dz =

∫ b

a

γ′(t)
γ(t)

dt =

∫ b

a

ieit

eit
dt = i(b − a).

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 166 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι

∫ 2π

0
eint dt =

∫ 2π

0
cosnt dt + i

∫ 2π

0
sinnt dt

=

[
sinnt
n
− i

cosnt
n

]2π

0
= 0

∫
C

1
z
dz =

∫ 2π

0

γ′(t)
γ(t)

dt =

∫ 2π

0

ieit

eit
dt = 2πi∫

C

1
|z|
dz =

∫ 2π

0

γ′(t)
|γ(t)|

dt =

∫ 2π

0
ieitdt = 0∫

C

1
z̄
dz =

∫ 2π

0

γ′(t)
γ(t)

dt =

∫ 2π

0

ieit

e−it
dt =

∫ 2π

0
ie2it = 0

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 167 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν
f (t) = u(t) + iv(t)

ϑα έχουµε ∫ b
a
f (t)dt =

∫ b
a
u(t)dt + i

∫ b
a
v(t)dt

=
∫ b
a
u(t)dt − i

∫ b
a
v(t)dt

=
∫ b
a

(u(t) − iv(t))dt

=
∫ b
a
f (t)dt.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 168 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ο δρόµος είναι το ηµικύκλιο του κύκλου µε κέντρο 0 και ακτίνα R που ϐρί-
σκεται στο ηµιεπίπεδο =z ≤ 0.∫

C
|z|z̄dz =

∫ R
−R
|x |xdx + i

∫ π
0 R3e−iteitdt

= −
∫ 0
−R
x2dx +

∫ R
0 x2dx = iR3

∫ π
0 dt

= πR3i

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 169 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρήστε ένα σηµείο z0 ∈ Ω. Αν z ∈ Ω, επειδή το Ω είναι κατά τόξα συνεκτικό
υπάρχει µια πολυγωνική γραµµή που ενώνει τα z0, z συνεπώς και ένας δρόµος (= κατά
τµήµατα λεία καµπύλη ) γ : [0,1] → Ω µε γ(0) = z0 και γ(1) = z. Το Θεώρηµα 3.1.1
συνεπάγεται πως

0 =

∫
γ
F ′(z)dz = F (γ(1)) − F (γ(0)) = F (z) − F (z0)

δηλαδή
F (z) = F (z0)

για κάθε z ∈ Ω. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 170 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν n , −1 τότε (
zn+1

n + 1

)′
= zn.

Από το Θεώρηµα 3.1.1 ∫
C
zndz =

Rn+1

n + 1
(e(n+1)iπ − 1)

και συνεπώς ∫
C
zndz =


0 αν το n είναι περιττός

−
2Rn+1

n + 1
αν το n είναι άρτιος

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 171 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το ολοκλήρωµα
∫
C
f (z)dz είναι ένας µιγαδικός αριθµός που τον γράφουµε σε

τριγωνοµετρική µορφή: ∫
C
f (z)dz = Reiθ.

Αλλά ∫
C
f (z)dz =

∫ 2π

0
f (eit)ieitdt =

∫ 2π

0
g(t)ieitdt.

Συνεπώς ∫ 2π

0
g(t)ieitdt = Reiθ.

όπου για κάθε t ∈ [0,2π] ϑέτουµε g(t) = f (eit) που είναι πραγµατικός αριθµός από
υπόθεση. ∆ιαιρώντας µε eiθ

i

∫ 2π

0
g(t)ei(t−θ)dt = R.

ή

i

∫ 2π

0
g(t) cos(t − θ)dt −

∫ 2π

0
g(t) sin(t − θ)dt = R.

ο R είναι πραγµατικός αριθµός και από υπόθεση οι
∫ 2π
0 g(t) cos(t−θ)dt,

∫ 2π
0 g(t) sin(t−θ)dt

είναι πραγµατικοί αριθµοί και συνεπώς∫ 2π

0
g(t) cos(t − θ) = 0

και έχουµε αφού |g(t)| ≤ 1

R =

∣∣∣∣∣∫
C
f (z)dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫ 2π

0
g(t) sin(t − θ)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ 2π

0
|sin(t − θ)|dt

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 172 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Οµως ∫ 2π

0
|sin(t − θ)|dt =

∫ 2π−θ

−θ
|sin t |dt =

∫ 0

−θ
|sin t |dt +

∫ 2π

0
|sin t |dt −

∫ 2π

2π−θ
|sin t | =

∫ 0

−θ
|sin t |dt +

∫ 2π

0
|sin t |dt −

∫ 0

−θ
|sin t | =

∫ 2π

0
|sin t |dt = 4

∫ π/2

0
sin tdt = 4

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.7
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 173 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ϸ > 0. Αφού η συνάρτηση f είναι συνεχής σε µια περιοχή του z = 0 ϑα
έχουµε ϑα υπάρχει ένα δ > 0 ώστε

|f (reit) − f (0)| <
ϸ

2π
.

όταν r < δ και t ∈ [0,2π]. Συνεπώς αν r < δ∣∣∣∣∫Cr f (z)
z dz − 2πf (0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ 2π

0
f (reit )
reit ire

itdt − i
∫ 2π
0 f (0)dt

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣∫ 2π

0 (f (reit) − f (0))dt
∣∣∣∣ ≤

≤
∫ 2π
0 |f (reit) − f (0)|dt ≤

≤ ϸ
∫ 2π
0 dt < ϸ.

΄Αρα

lim
r→0

∫
Cr

f (z)
z

= 2πif (0).

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.8
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 174 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Στο διάστηµα [−i, i] ϑα έχουµε ότι x = 0, |y| ≤ 1 και άρα |x2 − iy2| = |iy2| ≤ 1. Το
τόξο γ έχει µήκος L = 2 και συνεπώς .∣∣∣∣∣∣

∫
γ
(x2 − iy2)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 · 2 = 2 ≤ 2.5

2. x = cos t, y = sin t µε απλούς υπολογισµούς∫
γ
(x2 − iy2)dz =

∫ π
2

− π2

(cos2 t − i sin2 t)(− cos t + i sin t)dt =
2
3

+ i
4
3

άρα ∣∣∣∣∣∣
∫
γ
(x2 − iy2)dz

∣∣∣∣∣∣ =
2
3

√
5 ≤ 2.5.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.9
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 175 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∣∣∣∣∣∣
∫
|z|=R

dz

(z − a)(z + a)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

Reiθdθ

(Reiθ − a)(Reiθ + a)

∣∣∣∣∣∣
Αλλά από την τριγωνική ανισότητα

|R − |a|| ≤ |Reiθ − a|, |R + |a|2| ≤ |Reiθ + a|

και συνεπώς ∣∣∣∣∣∣ Reiθ

(Reiθ − a)(Reiθ + a)

∣∣∣∣∣∣ ≤ R

|R2 − |a|2|
.

Από την M − L ανισότητα προκύπτει άµεσα το Ϲητούµενο. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 176 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Ολοκληρωτικός τύπος του Cauchy. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 177 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να χρησιµοποιήσετε κατάλληλα την ταυτότητα

1
1 − z

=

∞∑
n=0

zn

όπου η σύγκλιση ισχύει αν |z| < 1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 178 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Να χρησιµοποιήσετε κατάλληλα την ταυτότητα

1
1 − z

=

∞∑
n=0

zn

όπου η σύγκλιση ισχύει αν |z| < 1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.3
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 179 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.4

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 180 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 181 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 182 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να ϑυµηθείτε την απόδειξη του Θεωρήµατος του Liouville. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.7

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 183 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.8

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 184 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.9

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 185 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Κάντε χρήση της ταυτότητας της διαίρεσης και του ϑεµελιώδους ϑεωρήµατος της
΄Αλγεβρας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.11

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 186 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Να χρησιµοποιήσετε την άσκηση 2.2.5. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.11

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 187 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να εφαρµόσετε το ϑεώρηµα του Liouville για την 1
f . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.12

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 188 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Θεώρηµα Μοναδικότητας �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.13

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 189 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Να χρησιµοποιείστε την συνάρτηση g(z) = eif (z). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.14

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 190 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : (
f

g

)′
=
f ′g − g′f

f 2 .

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.15

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 191 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.16

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 192 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Αφού η σειρά είναι αναλυτική στο z0 τότε ϑα έχει ένα ανάπτυγµα σε δυναµοσει-
ϱά γύρω από το z0. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.17

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 193 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :΄Εστω h(z) =
∑∞
n=0 cn(z − a)n για |z − a| < R τότε

∞∑
n=0

cn(z − a)n =

∑∞
n=0 an(z − a)n∑∞
n=0 bn(z − a)n

.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.18

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 194 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Να εφαρµόσετε την άσκηση 4.2.18. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.19

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 195 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Να ϑέσετε w = z
z−1 . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.20

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 196 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ϑα υπολογίσουµε την πρώτη περίπτωση και για την δεύτερη να εργαστείτε µε
εντελώς ανάλογο τρόπο. ∫

γ

ez

z2 + 1
=

∫
γ

ez

z + i

dz

z − i

και εφαρµόζοντας τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy για την συνάρτηση

f (z) =
ez

z + i

στο σηµείο z0 = i ϑα έχουµε∫
γ

ez

z2 + 1
= 2πif (i) = 2πi

ei

2i
π(cos 1 + i sin 1).

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 197 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
1

2z + 3
=

1
3

1
2z
3 + 1

=
1
3

1
1 − −2z

3

=

∞∑
n=0

1
3

(−1)n
(2
3

)n
zn

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.2

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 198 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1
z

=
1

z − (1 − i) + 1 − i
=

1
1 − i

1

1 − z−(1−i)
i−1

=

∞∑
n=0

1
(i − 1)n+1 (z − (1 − i))n.

Η ακτίνα σύγκλισης είναι

R = lim n
√

(|i − 1|)n+1 = |i − 1| =
√

2.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.3

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 199 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

f (z) =
z

z + i

= 1 −
i

z + i

= 1 −
i

(z − v) + v + i

= 1 −
i

v + i

1
z − v

v + i
+ 1

= 1 − i
∑∞
n=0(−1)n

(z − v)n

(v + i)n+1

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.4

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 200 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Μια συνάρτηση f (z) λέγεται άρτια αν ισχύει για κάθε z

f (z) = f (−z)

Αν το ανάπτυγµα της f (z) µε κέντρο το 0 είναι

f (z) =

∞∑
n=0

anz
n

τότε

f (−z) =

∞∑
n=0

(−1)nanzn

Αφού
f (z) = f (−z)

Θα έχουµε ότι για n περιττό
an = −an

δηλαδή
an = 0.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.5

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 201 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι για κάθε k = 0, . . . , n

ak =
P (k)(0)
k!

.

Από τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy, αν C είναι ο µοναδιαίος κύκλος C(0,1),και
χρησιµοποιώντας την ανισότητα M − L ϑα έχουµε

|ak | =

∣∣∣∣∣∣P (k)(0)
k!

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
C

P(w)
wn+1dw

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

2π = 1.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.6

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 202 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω

f (z) =

∞∑
n=0

anz
n

να είναι το ανάπτυγµα της f (z) µε κέντρο το 0 τότε αν n > k και C(0, R) = {z : |z| = R},

|an | =

∣∣∣∣∣∣ f (n)(0)
n!

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1
2π

∫
C(0,R)

f (w)
wn+1dw

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

A + BRk

Rn+1 2πR =
A + BRk

Rn
.

Επειδή n > k

lim
R→+∞

A + BRk

Rn
= 0.

Συνεπώς για κάθε ϸ > 0 µπορούµε να διαλέξουµε ένα R > R0 αρκετά µεγάλο ώστε

|an | ≤
A + BRk

Rn
< ϸ

που σηµαίνει ότι
an = 0, n > k

΄Αρα το f (z) είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ k. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 203 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
f (z) = a0 + a1z + a2z

2 + · · · + anz
n + . . .

να είναι το ανάπτυγµα της f (z) µε κέντρο το 0. Επειδή f (0) = 1 έχουµε ότι

a0 = 1.

οπότε το ανάπτυγµα της f ′(z) µε κέντρο το 0 ϑα είναι

f (z) = a1 + 2a2z + · · · + (n + 1)an+1z
n + . . . .

Αφού f (z) = f ′(z) ϑα έχουµε ότι

a0 = 1, an+1 =
an
n
.

Οι προηγούµενες σχέσεις δίνουν ότι

an =
1
n!

για κάθε n, δηλαδή οι συντελεστές της σειράς είναι µοναδικά καθορισµένοι και

f (z) = ez.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 204 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση

f (z) = sin
(1
z

)
που είναι αναλυτική στο Ω = C \ {0} έχει ϱίζες

1
2πn

∈ Ω, n = 1,2, . . .

που έχουν σηµείο συσσώρευσης το 0. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 205 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσω ότι an = 1. ΄Εστω ρ′1 να είναι µια ϱίζα του πολυωνύµου, που
γνωρίζουµε πως υπάρχει από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ΄Αλγεβρας. Τότε διαιρώντας µε
z − ρ′1

P(z) = (z − ρ′1)Q1(z) + u

όπου Q1(z) πολυώνυµο ϐαθµού n − 1 και µεγιστοβάθµιο συντελεστή 1 και u σταθερός
αριθµός που πρέπει να είναι ίσος µε 0 αφού P(ρ′1) = 0. ΄Αρα

P(z) = (z − ρ1)Q1(z)

Αν n = 1 ϕανερά Q1(z) = 1 και η διαδικασία σταµατά. Αν n > 1 το Q1(z) είναι µη σταθερό
πολυώνυµο και συνεπώς έχει µια ϱίζα ρ′2 και όπως πριν

Q1(z) = (z − ρ′2)Q2(z)

οπότε
P(z) = (z − ρ′1)(z − ρ′2)Q2(z)

Φανερά η διαδικασία ϑα σταµατήσει σε n ϐήµατα δίνοντας µια ακολουθία από n αριθµούς
(που κάποιοι µπορεί να είναι ίσοι µεταξύ τους)

ρ′1, . . . , ρ
′
n

µε
P(z) = (z − ρ′1) · · · (z − ρ′n).

Μαζεύοντας σε οµάδες τους ίσους όρους

P(z) = an(z − ρ1)n1 · · · (z − ρk)nk

όπου ρ1, . . . , ρk ϑα είναι οι διακεκριµένες ϱίζες του πολυωνύµου και n1, . . . , nk ϑετικοί
(µη µηδενικοί) ακέραιοι µε n1 + · · · + nk = n. Αν an , 1 τότε

P(z) = an(a0/an + · · · + zn) = anP
′(z)
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
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ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

και εφαρµόζω τα προηγούµενα στο P ′(z). �

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.11
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 207 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :΄Εστω
P(z) = an(z − ρ′1) · · · (z − ρ′n) (7.7)

όπου ρ′1, . . . , ρ
′
n οι n µη διακεκριµένες ϱίζες του πολυωνύµου. Από την άσκηση 2.2.5 αν

το ρ είναι µη πραγµατική ϱίζα του P(z) τότε ϑα είναι και το ρ̄, ο συζυγής µιγαδικός του.
και συνεπώς στην παράσταση (7.7) οι µη πραγµατικές ϱίζες ϑα εµφανίζονται σε Ϲευγάρια

(z − ρ)(z − ρ̄) = (z2 − z(ρ + ρ̄) + |ρ|2)

που είναι πολυώνυµα δευτέρου ϐαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές. Από αυτό προ-
κύπτει η εξίσωση (4.1). Τέλος η εξίσωση (4.2) προκύπτει εξισώνοντας τους ϐαθµούς των
πολυωνύµων στο πρώτο και δεύτερο µέλος της εξίσωσης (4.1). �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 208 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση 1
f δεν µηδενίζεται για κανένα z και συνεπώς είναι ακέραια. Αφού

|f (z)| ≥ 1 για κάθε z ϑα έχουµε ότι 1
|f (z)| ≤ 1 για κάθε z δηλαδή η 1

f είναι ακέραια και
ϕραγµένη και συνεπώς από το ϑεώρηµα του Liouville ϑα είναι σταθερή. ΄Αρα και η f (z)
ϑα είναι σταθερή. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.12
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 209 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι η f δεν είναι ταυτοτικά 0 στο A τότε ϑα υπάρχει a ∈ A µε
f (a) , 0 και επειδή η f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του A ϑα υπάρχει ένας ανοικτός
δίσκος

D(a, r) = {z : |z − a| < r}

µε
D(a, r) ⊆ A

και f (z) , 0 για κάθε z ∈ D(a, r). Αλλά τότε g(z) = 0 για κάθε z ∈ D(a, r) και από το
ϑεώρηµα µοναδικότητας (το A είναι συνεκτικό) η g ϑα είναι ταυτοτικά 0 σε όλο το A.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 210 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :΄Εστω
g(z) = eif (z)

Η g(z) είναι ακέραια σαν σύνθεση ακέραιων συναρτήσεων. Επειδή το ϕανταστικό µέρος
=f (z) της f (z) είναι ϑετικό ϑα έχουµε ότι e−=f (z) ≤ 1 και συνεπώς.

|g(z)| =
∣∣∣e−=f (z)+i<f (z)

∣∣∣ = e−=f (z) ≤ 1.

Η g(z) είναι ακέραια και ϕραγµένη και συνεπώς ϑα είναι σταθερή από το ϑεώρηµα του
Liouville. Συνεπώς η |g(z)| = e−=f (z) ϑα είναι σταθερή και συνεπώς το ϕανταστικό µέρος
=f (z) της f (z) ϑα είναι σταθερό. Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις Cauchy-Riemann ακρι-
ϐώς όπως και στην άσκηση 2.2.12 δείχνουµε ότι και το πραγµατικό µέρος της f (z) είναι
σταθερό και συνεπώς και η f (z) ϑα είναι σταθερή συνάρτηση. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
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ä Ασκήσεις
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ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις
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Πρώτη Σελίδα
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η συνθήκη
f ′(1/n)
f (1/n)

=
g′(1/n)
g(1/n)

για n = 2,3,4, . . . µας λέει ότι η αναλυτική συνάρτηση

h(z) = f ′(z)g(z) − f (z)g′(z)

µηδενίζεται στα σηµεία

zn =
1
n

για n = 2,3, . . . τα οποία αποτελούν µηδενική ακολουθία που συγκλίνει στο 0 και από
το ϑεώρηµα της µοναδικότητας ϑα είναι ταυτοτικά ίση µε 0 στο D(0,1).

΄Αρα η (
f

g

)′
=
f ′g − g′f

f 2

ϑα είναι ταυτοτικά ίση µε µηδέν στο D(0,1) και συνεπώς η
f

g
είναι σταθερή στο D(0,1). �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
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ä Ασκήσεις
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ä Ασκήσεις
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ä Ασκήσεις
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Πρώτη Σελίδα
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Η συνάρτηση g(z) = f (z) − z2 cos z είναι ακέραια αφού οι f (z) και z2 cos z είναι
ακέραιες και από υπόθεση είναι ϕραγµένη και συνεπώς σταθερή. ΄Αρα για κάποια σταθερά
C ϑα έχουµε

f (z) = z2 cos z + C.

Επειδή f (0) = 0 ϑα έχουµε C = 0 και συνεπώς

f (z) = z2 cos z.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αφού η σειρά είναι αναλυτική στο z0 τότε ϑα έχει ένα ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά

f (z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n

όπυ |z − z0| < R για κάποιο R > 0 και

an =
f (n)(0)
n!

Αν συνέβαινε ∣∣∣f (n)(z0)
∣∣∣ > n!bn

για κάθε n = 1,2, . . . όπου (bn)∞n=1 είναι µια ακολουθία µε την ιδιότητα

lim
n→∞

n
√
bn = +∞

τότε

lim sup
n

√∣∣∣f (n)(z0)
∣∣∣

n!
= +∞

και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς ϑα ήταν ίση µε 0 (δηλαδή δεν ϑα υπήρχε το
ανάπτυγµα της f (z) γύρω από το z0) που είναι άτοπο αφού η δυναµοσειρά έχει ϑετική
ακτίνα.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
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µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 214 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :΄Εστω h(z) =
∑∞
n=0 cn(z − a)n για |z − a| < R τότε

∞∑
n=0

cn(z − a)n =

∑∞
n=0 an(z − a)n∑∞
n=0 bn(z − a)n

.

Εξισώνοντας  ∞∑
n=0

cn(z − a)n
  ∞∑

n=0

bn(z − a)n
 =

∞∑
n=0

an(z − a)n

∞∑
n=0

n∑
k=0

ckbn−k(z − a)n =

∞∑
n=0

an(z − a)n

Αυτό µας δίνει ένα άπειρο σύστηµα εξισώσεων µε άπειρους γνωστούς

a0, a1, . . . , a0, a1, . . . ,

και άπειρους άγνωστους
c0, c1, c2 . . .

c0b0 = a0

c0b1 + c1b0 = a1

c0b2 + c1b1 + c2b0 = a2

c0b3 + c1b2 + c2b1 + c3b0 = a3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c0bn + c1bn−1 + c2bn−2 + · · · + cnb0 = an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 215 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Παρατηρείστε ότι από τη µορφή του συστήµατος η πρώτη εξίσωση δίνει το c0, η πρώτη
µε τη δεύτερη το c1 και γενικά οι πρώτες n + 1 εξισώσεις προσδιορίζουν τα c0, . . . , cn. Με
τον κανόνα του Cramer (δηλαδή µε ορίζουσες ) ϐρίσκουµε

cn =
1
bn+1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 0 0 . . . 0 a0
b0 b1 0 . . . 0 a1
b0 b1 b2 . . . 0 a2
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
bn bn−1 bn−2 . . . b1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(7.8)

αφού ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 0 0 . . . 0 0
b0 b1 0 . . . 0 0
b0 b1 b2 . . . 0 0
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
bn bn−1 bn−2 . . . b1 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
bn+1

0
, 0

αφού η g(a) = b0 , 0.
�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 216 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Τα αναπτύγµατα των z, ez + 1 είναι αντίστοιχα:

z =

∞∑
n=0

anz
n , a1 = 1, an = 0, n , 1

ez + 1 =

∞∑
n=0

bnz
n , b0 = 2, bn =

1
n!
, n , 0.

Αν
z

ez + 1
=

∞∑
n=0

cnz
n

Θα έχουµε από την άσκηση 4.2.18

c0 = 0

c1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0

1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

c2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0

1 2 1

1
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 217 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

c3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 0 0

1 2 0 1

1
2 1 2 0

1
6

1
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

c4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 0 0 0

1 2 0 0 1

1
2 1 2 0 0

1
6

1
2 1 2 0

1
4!

1
6

1
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

2
3

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 218 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Θέτουµε
w =

z

z − 1
.

και ϑα έχουµε ότι

f (z) = e
1
z−1 = ew+1 = e · ew = e ·

∞∑
k=0

wk

k!
. (7.9)

Επίσης

w =
z

z − 1
=

∞∑
n=1

zn , αν |z| < 1

Αρα

wk = zk(1 − z)−k = zk
∞∑
0

(
n + k − 1
k − 1

)
zn =

∞∑
0

(
n + k − 1
k − 1

)
zn+k.

Αντικαθιστούµε στην εξίσωση 7.9 και ϑα έχουµε ότι ο n συντελεστής στο ανάπτυγµα Taylor
της

f (z) =

∞∑
n=0

anz
n

ϑα είναι ο

an = e ·
n−1∑
k=0

(
n − 1
k

)
1
k!
.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 219 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεώρηµα ανοικτής απεικόνισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 220 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 221 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ΄Αµεση συνέπεια της αρχής του µεγίστου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 222 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.4
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 223 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αρχή ανάκλασης του Schwarz. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 224 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 225 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αρχή ανάκλασης Schwarz. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.7
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 226 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρείστε την συνάρτηση g(z) =
f (z)
z2 . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.8
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 227 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Η αρχή ανάκλασης του Schwarz λέει ότι αν g είναι ακέραια συνάρτηση που
παίρνει πραγµατικές τιµές στους πραγµατικούς τότε

g(z) = g(z̄).

Εφαρµόστε για την
g(z) = if (iz).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.9
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 228 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας κάνουµε µια απλή παρατήρηση: Αν A είναι ένα ανοικτό σύνολο τότε για
κάθε a ∈ A υπάρχουν a1, a2, a3, a4 ∈ A µε |<a1| > |<a|, |<a2| < |<a|, |=a3| > |=a| και
|=a4| < |=a|. Αυτό προκύπτει άµεσα από το γεγονός ότι υπάρχει r > 0 ώστε ο δίσκος
D(a, r) = {z′ : |z − a| < r} να περιέχεται στο A και το Ϲητούµενο a′ είναι στο D(a, r) (κάντε
ένα σχήµα).

Αφού το Ω είναι συµπαγές σύνολο και οι<f και =f είναι συνεχείς συναρτήσεις στο Ω

ϑα λαµβάνουν µέγιστη και ελάχιστη τιµή σε κάποια σηµεία του Ω. Θα δείξουµε ότι αυτά
είναι στο σύνορο. Ας υποθέσουµε για παράδειγµα ότι η <f παίρνει την ελάχιστη τιµή
της στο a και ότι το a δεν είναι στο σύνορο του Ω αλλά στο εσωτερικό του A. Το A είναι
ανοικτό σύνολο και από το ϑεώρηµα της ανοικτής απεικόνισης το f (A) ϑα είναι ανοικτό
και συνεπώς - αφού f (a) ∈ f (A) ϑα µπορούµε να ϐρούµε ένα στοιχείο b = f (a′) ∈ f (A) µε
|=f (a′)| < |=f (a)| που είναι άτοπο γιατί η =f παίρνει ελάχιστη τιµή στο a. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 229 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αφού η f είναι µια ακέραια συνάρτηση ϑα έχουµε πώς για κάθε n

f (n)(0) =
n!
2πi

∫
|z|=R

f (u)
un+1du

=
n!
2πi

∫ 2π

0

f (Reiθ)
Rn+1e(n+1)θ iRe

iθdθ

Εφαρµόζοντας την αρχή του µεγίστου

|f (n)(0)| ≤
n!
2π

∫ 2π

0

|f (Reiθ)|
Rn

dθ ≤ n!
M(R)
Rn

Ας υποθέσουµε ότι n ≥ m. Σε αυτή την περίπτωση

lim
R→+∞

n!
M(R)
Rn

= n! lim
R→+∞

M(R)
Rm

lim
R→+∞

1
Rn−m

= 0.

Συνεπώς αν n ≥ m, f (n)(0) = 0.
Αν πάρουµε το ανάπτυγµα σε σειρά της ακέραιης συνάρτησης f (z) µε κέντρο το 0 τότε

όλοι οι όροι τάξης µεγαλύτερης από n − 1 ϑα είναι ίσοι µε 0, που συνεπάγεται ότι η f (z)
είναι πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n − 1. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 230 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν η f δεν ήταν σταθερή στο Ω τότε ούτε και η |f | ϑα µπορούσε να είναι από
την αρχή του µεγίστου αφού για κάθε z ∈ Ω υπάρχει z′ ∈ Ω µε |f (z′)| > |f (z)|. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 231 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Ενα χωρίο είναι ένα ανοικτό και συνεκτικό σύνολο. Αν f είναι µια αναλυτική
συνάρτηση µη σταθερή ορισµένη σε ένα χωρίο Ω η εικόνα f (Ω) του Ω ϑα είναι ανοικτό
σύνολο από το Θεώρηµα ανοικτής απεικόνισης και συνεκτικό αφού η εικόνα συνεκτικού
συνόλου µέσω συνεχούς συνάρτησης είναι συνεκτικό ( γνωστό ϑεώρηµα της τοπολογίας).
΄Αρα το f (Ω) είναι χωρίο. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.4
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 232 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η Αρχή ανάκλασης του Schwarz µας λέει ότι η συνάρτηση f µπορεί να επε-
κταθεί σε µια συνάρτηση f ∗ που είναι αναλυτική στο C+ ∪ (0,1) ∪ {z : =z < 0}.

Επειδή η f ∗ συµπίπτει µε την z4 − 2z2 (0,1) στο (0,1) ϑα συµπίπτει µε την z4 − 2z2

σε όλο το C+ ∪ (0,1) ∪ {z : =z < 0}, λόγω του ϑεωρήµατος µοναδικότητας ;; και συνεπώς

f (i) = i4 − 2i2 = 1 − 2(−1) = 3.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 233 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αναπτύσσουµε την συνάρτηση f (z) σε µια περιοχή U = {z : |z − z0| < r} ⊆ D
γύρω από το σηµείο a (το οποίο γίνεται αφού η συνάρτηση είναι αναλυτική σε όλο το
ανοιχτό σύνολο D) και έχουµε:

f (z) =

∞∑
n=0

f n(a)
n!

(z − a)n , z ∈ U

Αφού f n(a) = 0 για κάθε n = 0,1, . . . ϑα έχουµε πως η συνάρτηση ϑα είναι ταυτοτικά
µηδέν στο U και συνεπώς και σε όλο το χωρίο D. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 234 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την αρχή ανάκλασης του Schwarz. η συνάρτηση f µπορεί να επεκταθεί
αναλυτικά σε όλο το C όπου αν z είναι µιγαδικός αριθµός µε =z < 0 τότε =z̄ > 0 και
ορίζουµε

f (z) = f (z̄).

Επειδή για κάποιο M > 0 ισχύει |f (z)| < M όταν =z ≥ 0 ϑα έχω ότι και για z µε =z < 0
ϑα ισχύει

|f (z)| = |f (z̄)| = |f (z̄)| < M.

Συνεπώς η επέκταση της f είναι αναλυτική και ϕραγµένη σε όλο το C συνεπώς ϑα είναι
σταθερή. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.7
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 235 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω

g(z) =
f (z)
z2 .

Η συνάρτηση g(z) είναι αναλυτική στον δακτύλιο στο δακτύλιο R. Αν z ανήκει στο σύνορο
του R τότε είτε |z| = 1 είτε |z| = 2 και από υπόθεση σε κάθε περίπτωση ϑα έχουµε

|g(z)| ≤ 1.

Αλλάά από την αρχή του µεγίστου η |g(z)| ≤ 1 για κάθε z ∈ R άρα

|f (z)| ≤ |z|2

για κάθε z ∈ R. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.8
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 236 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την αρχή ανάκλασης του Schwarz αν µια ακέραια συνάρτηση παίρνει
πραγµατικές τιµές στον πραγµατικό άξονα τότε ϑα πρέπει να ισχύει

f (z) = f (z̄). (7.10)

Η συνάρτηση
g(z) = if (iz)

παίρνει πραγµατικές τιµές στον πραγµατικό άξονα γιατί από υπόθεση η f παίρνει ϕαντα-
στικές τιµές στον ϕανταστικό άξονα. ΄Αρα

g(z) = g(z̄)⇔ if (iz) = if (iz)⇔ f (iz) = −f (−iz̄).

αρα
f (iz) = −f (−iz̄).

Αν ϑέσουµε στη ϑέση του z το iz στην προηγούµενη εξίσωση ϑα έχουµε

f (−z) = −f (−iiz) = −f (z) = −f (z)

λόγω της εξίσωσης 7.10. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.9
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 237 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεώρηµα Casorati-Weierstrass �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 238 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Σπάµε την παράσταση σε απλά κλάσµατα:

1
z2 − 3z + 2

=
1

z − 2
−

1
z − 1

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 239 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.3
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 240 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το ανάπτυγµα της cos z. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.4

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 241 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αρχή του Riemann. και ΄Ασκηση 4.2.7. �

Λύση
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 242 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 243 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 244 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η ανωµαλία στο z0 δεν µπορεί να είναι αιρόµενη γιατί σε αυτή την περίπτωση το
όριο limz→z0 f (z) δεν µπορεί να είναι άπειρο (Θεώρηµα 6.1.2) . Επειδή limz→z0 f (z) = ∞

ϑα υπάρχει µια τρυπηµένη περιοχή D του z0 όπου |f (z)| > 1000 για κάθε z ∈ D, και
συνεπώς το σύνολο τιµών της f στο D δεν µπορεί να είναι πυκνό υποσύνολο του µιγα-
δικού επιπέδου, Από το Θεώρηµα Casorati-Weierstrass η f δεν µπορεί να έχει ουσιώδη
ανωµαλία στο z0 και συνεπώς ϑα έχει πόλο. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 245 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Σπάµε την παράσταση σε απλά κλάσµατα:

1
z2 − 3z + 2

=
1

z − 2
−

1
z − 1

Αν |z| < 1 ϑα έχουµε

1
z2 − 3z + 2

=
1

z − 2
−

1
z − 1

=

=
1

1 − z
−

1
2

1

1 −
z

2
=

∑∞
n=0 z

n −
1
2

∑∞
n=0

( z
2

)n
=

∑∞
n=0

(
1 −

1
2n+1

)
zn

Αν 1 < |z| < 2 ϑα έχουµε

1
z2 − 3z + 2

= −
1
z

∑∞
n=0

1
z
·

1
1

1 − 1
z

−
1
2
·

1
1

1−
1
z

= −
1
z

∑∞
n=0

( z
2

)n

= −
∑−1
n=−∞ z

n −
∑∞
n=0

(
zn

2n+1 − 1
)
zn.
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 246 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Αν |z| > 2 ϑα έχουµε πως

1
z2 − 3z + 2

= −
1
z

1
1

1 − 1
z

+
1
z

1
1

1 − 2
z

= −
1
z

∑∞
n=0

1
zn

+
1
z

∑∞
n=0

( z
2

)n
= −

∑−1
n=−∞

(
1 −

1
2n+1

)
zn

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 247 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Οι ϱίζες της z − z3 = z(1 − z)(1 + z) είναι οι z = 0, z = 1, z = −1 που είναι πόλοι
πρώτης τάξης.

2. Οι ϱίζες της 1 + z4 = z4 − i2 = (z2 + i)(z2 − i) είναι οι

z =
1 ± i
√

2
, z =

−1 ± i
√

2

που είναι πόλοι πρώτης τάξης.

3. Το z = 1 είναι πόλος τρίτης τάξης και το z = ∞ πόλος τάξης 5.

4. Τα z = i και z = −i είναι πόλοι τάξης 1.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.3
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 248 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Χρησιµοποιείστε το ανάπτυγµα της cos z και διαιρώντας µε z2 ϑα έχουµε

cos z
z2 =

∞∑
n=−1

(−1)n+1 z2n

(2n + 2)!

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.4
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 249 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε πως

0 ≤ lim
z→0
|zf (z)| ≤ lim

z→0

(
|z|

√
|z| +

z
√
|z|

)
= 0

Συνεπώς
lim
z→0

zf (z) = 0

Από την αρχή του Riemann η ανωµαλία είναι αιρόµενη και συνεπώς η f (z) επεκτείνεται σε
αναλυτική συνάρτηση σε όλο το επίπεδο ϑέτοντας f (0) = 0. Παρατηρείστε ότι αν |z| > 100
τότε

|f (z)| ≤
1
10

+
√
z ≤ 2

√
|z| ≤ 2|z|

και συνεπώς από άστηση 4.2.7 η f (z) ϑα είναι πολυώνυµο το πολύ πρώτου ϐαθµού. Αλλά
αφού

lim
|z|→∞

|f (z)|
√
|z|
≤ 2

ϑα πρέπει να είναι σταθερή. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.5
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 250 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν m < n τότε η f + g έχει πόλο τάξης n αφού

lim
z→z0

(z − z0)n(f (z) = 0, lim
z→z0

(z − z0)ng(z) , 0

ϑα έχουµε ότι
lim
z→z0

(z − z0)n(f (z) + g(z)) , 0.

και αφού
lim
z→z0

(z − z0)n+1(f (z) + g(z)) = 0

συµπεραίνουµε ότι η f + g έχει πόλο τάξης n. ΄Αρα γενικά αν m , n η f + g έχει πόλο
τάξης maxn, n. Αν m = n το µόνο που µπορούµε να συµπεράνουµε είναι ότι f + g έχει
πόλο τάξης ≤ m στο z0(γιατι ;).

Με τον ίδιο συλλογισµό δείχνουµε ότι η fg ϑα έχει γενικά πόλο τάξης m +n. Αν m > n
τότε η f/g ϑα έχει πόλο τάξης m − n στο z0.

Αν m < n τότε η f/g ϑα έχει πόλο τάξης n −m στο z0.
Αν m = n τότε η f/g ϑα έχει αιρόµενη ανωµαλία στο z0. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 251 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Οι ϱίζες της
z4 + z2 = z2(z2 + 1)

είναι 0, i,−i και συνεπώς

1
z4 + z2 =

A

z
+
A′

z2 +
B

z − i
+

C

z + i

µε κατάλληλα A, A′, B, C. Συγκρίνοντας τους παρανοµαστές ϑα έχουµε A = 0 και άρα ϑα
είναι

1
z4 + z2 =

A

z2 +
B

z − i
+

C

z + i

µε κατάλληλα A, B, C. λύνοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε

A = 1, B = −
1
2i
, C =

1
2i
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.2.7
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 252 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να εφαρµόσετε τους τύπους 7.1 και 7.2. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 253 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.2
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 254 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Να ϑέσετε
z = eti , t ∈ [0,2π].

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.3
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 255 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 256 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Θεώρηµα του Rouché. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.7

http://www.math.aegean.gr


Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 257 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη :Θεώρηµα του Rouché. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.6
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 258 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.7
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 259 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.8
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 260 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το διώνυµο του Νεύτωνα. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 7.2.9
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 261 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Η συνάρτηση

f (z) =
1

z3 − z5

έχει πόλους στις ϱίζες του z3 − z5 = z3(1 − z2) που είναι η z = 0 µε πολλαπλότητα
3, η z = 1 και η z = −1. Η

f (z) =
g(z)
h(z)

όπου
g(z) = 1

και
h(z) = z3 − z5.

Θα έχουµε
h′(z) = 3z2 − 5z4,

(z3f (z))′′ = 2
(1 − z2)2 + 4z

(1 − z2)3

Συνεπώς εφαρµόζοντας τους τύπους 7.1 και 7.2 ϑα έχουµε

Res(f (z); 1) =
1

3 · 12 − 5 · 1
= −

1
2

Res(f (z); −1) =
1

3 · (−1)2 − 5 · (−1)4 = −
1
2

Res(f (z); 0) =
1
2!

2 = 1
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

2. ΄Εστω f (z) =
z4

(z + 1)2 Η f (z) έχει ένα πόλο τάξης 2 στο z = −1. Αν ϑέσω

g(z) = (z + 1)2f (z) = z4

τότε
Res(f (z); −1) = g′(z0) = 3(−1)3 = −3.

3. f (z) =
z2n+1

(z + 1)n+1 Η f (z) έχει ένα πόλο τάξης n + 1 στο z = −1. Αν ϑέσω

g(z) = (z + 1)n+1f (z) = z2n+1

Επειδή
dk

dzk
zn = n(n − 1) · · · (n − k + 1)zn−k =

n!
(n − k)!

zn−k

Θα έχω
dn

dzn
z2n+1 =

(2n + 1)!
(n − k)!

zn+1

και τότε από τον τύπο 7.2

Res(f (z); −1) =
(2n + 1)!
n!(n − k)!

(−1)n+1.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα
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Σελίδα 263 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (α) Θα έχουµε ότι

f ′′(z)
f (z)

=
n

z − z0
+
g′(z)
g(z)

όπου η g(z) είναι µια κανονική συνάρτηση σε µια περιοχή του z0 και g(z0) , 0. Συνεπώς

Res
(
f ′(z)
f (z)

; z0

)
= n.

(ϐ) Θα έχουµε ότι
f ′′(z)
f (z)

= −
n

z − z0
+
g′(z)
g(z)

όπου η g(z) είναι µια κανονική συνάρτηση σε µια περιοχή του z0 και g(z0) , 0. Συνεπώς

Res
(
f ′(z)
f (z)

; z0

)
= −n.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ϑα έχουµε ότι ∫ π

0
tan(t + ai) =

1
2

∫ 2π

0
tan(t + ai)

Αν πάρουµε
z = eti , t ∈ [0,2π]

ϑα έχουµε

sin t =
1
2i

(
z −

1
z

)
, cos t =

1
2

(
z +

1
z

)
, dt =

dz

iz
.

Από αυτό παίρνουµε ∫ π

0
tan(t + ai) = −

1
2

∫
|z|=1

z2 − e2a

z2 + e2a
dz

z
.

Αφού a > 0 στο εσωτερικό του κύκλου έχουµε ένα πόλο και µόνο στο 0. Συνεπώς

Res
(
z2 − e2a

z2 + e2a
1
z

; 0
)

= −1.

Από το Θεώρηµα του υπολοίπου∫ π

0
tan(t + ai) = −

1
2

2πi(−1) = πi.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
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Taylor
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συναρτήσεων
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JJ II

J I

Σελίδα 265 από 270

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :αν πάρουµε f (z) = −5z και g(z) = z4 + 1
όταν |z| = 1

|f (z)| = 5

ενώ
|g(z)| ≤ |z|4 + 1 = 2

Συνεπώς
|g(z)| < |f (z)|

και από το ϑεώρηµα του Rouché ϑα έχουµε η συνάρτηση f (z) + g(z) = z4 − 5z + 1 ϑα έχει
τόσες ϱίζες όσες και η −5z όταν |z| < 1, δηλαδή ακριβώς µία. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :αν πάρουµε f (z) = −5z4 και g(z) = z7 + z2 − 2 ϑα έχουµε για |z| = 1

|f (z)| = 5|z|4 = 5

ενώ
|g(z)| ≤ |z|7 + |z|2 + 2 = 4

Συνεπώς
|g(z)| < |f (z)|

και από το ϑεώρηµα του Rouché ϑα έχουµε η συνάρτηση f (z) + g(z) = z4 − 5z + 1 ϑα έχει
τόσες ϱίζες όσες και η −5z4 όταν |z| < 1, δηλαδή ακριβώς τέσσερις. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
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Taylor
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Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων
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Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις
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Πρώτη Σελίδα

JJ II
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αν πάρουµε f (z) = 10 και g(z) = z4 − 7z3

όταν |z| = 1
|f (z)| = 10

ενώ
|g(z)| ≤ 8

Συνεπώς
|g(z)| < |f (z)|

και από το ϑεώρηµα του Rouché ϑα έχουµε η συνάρτηση f (z)+g(z) = z4−7z3+10z4−5z+1
ϑα έχει τόσες ϱίζες όσες και η 10 όταν |z| < 1, δηλαδή δεν ϑα έχει ϱίζες µε |z| < 1. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Αν πάρουµε f (z) = −4zn και g(z) = ez + 1
όταν |z| = 1

|f (z)| = 4

ενώ
|g(z)| ≤ 2.8 + 1 = 3.8

Συνεπώς
|g(z)| < |f (z)|

και από το ϑεώρηµα του Rouché ϑα έχουµε η συνάρτηση f (z)+g(z) = z4−7z3+10z4−5z+1
ϑα έχει τόσες ϱίζες όσες και η −4zn όταν |z| < 1, Συνεπώς έχει n ϱίζες. �
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :Το σηµείο z = 0 είναι ουσιώδης ανωµαλία της συνάρτησης sin 1
z . η σειρά Lau-

rent της συνάρτησης αυτής υπολογίζεται εύκολα από αυτήν του sin z µε αντικατάσταση
του z µε 1

z .

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!z2n+1 =

0∑
n=−∞

(−1)n

(2n + 1)!
z2n+1.

Συνεπώς a−1 = 1 και ∫
|z|=r

sin
1
z
dz = 2πi.

�
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Μιγαδικοί αριθµοί
ä Ασκήσεις
Συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής z-∆υναµοσειρές

ä Ασκήσεις
Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
ä Ασκήσεις
Αναλυτικές συναρτήσεις-
τύπος του Cauchy-σειρές
Taylor

ä Ασκήσεις
Ιδιότητες των αναλυτικών
συναρτήσεων

ä Ασκήσεις
Μεµονωµένα ανώµαλα
σηµεία και σειρές Laurent

ä Ασκήσεις
0 τύπος του υπολοίπου
ä Ασκήσεις
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ο αριθµός
(
n
k

)
είναι ο συντελεστής του zk στο ανάπτυγµα του (1 + z)n και

συνεπώς από το ϑεώρηµα του υπολοίπου ϑα έχουµε ότι :(
n

k

)
=

1
2πi

∫
|z|=1

(1 + z)n

zk+1 dz.

Επίσης από την προηγούµενη σχέση(
2n
n

)
=

1
2πi

∫
|z|=1

(1 + z)2n

zn+1 dz ≤ 4n.

�
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